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Notations. P désigne I’ensemble des nombres premiers. Sauf mention explicite du contraire les lettre
n, k,p, q désigneront toujours des entiers.



Chapitre 1

Groupes

Exercice 1 (Existence d’un idempotent). Soit E un ensemble fini muni d’une loi de composition

interne associative. Montrer qu'il existe s € F tel que s? = s.

Exercice 2. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne notée *. On suppose que la
loi * admet un élément neutre & gauche e, et que tout élément de G admet un inverse a gauche. Montrer
que (G, *) est un groupe.

Exercice 3. Soit G un groupe admettant un nombre fini de sous-groupes. Que dire de G 7
Exercice 4 (p-Groupes de Priifer). Soit p € P. Notons U, le sous-groupe multiplicatif de C* engendré

0
par ’ensemble des nombres exp (T) ol o« € N.
p

1. Quels sont les sous-groupes de U, 7

2. Montrer que U, est indécomposable, c’est & dire non isomorphe & un produit direct de deux
groupes non triviaux.

Les p-groupes de Priifer fournissent donc des exemples de groupes infinis dont tous les sous-groupes
sont finis.

Exercice 5 (Un cas particulier du lemme de Cauchy (1)). Soit G un groupe d’ordre 2p ot p € P.
Montrer que G contient un élément d’ordre p.

Exercice 6 (Un cas particulier du lemme de Cauchy (2)). Soit G un groupe abélien d’ordre pg ou p
et g sont deux nombres premiers distincts. Montrer que G est cyclique.

Exercice 7 (Lemme de Cauchy).

1. Soit G un groupe fini de cardinal p™ ot p € P et m > 1. On suppose que G opére sur un
ensemble fini non vide E. On considére

E¢={zcE VYgeGg -z=uz}.

Montrer que |EY| = |E| [p].
2. Soit H un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n. Montrer que H contient un
élément d’ordre p.

3. Soient H un groupe fini d’ordre n et m € N* tels que Vo € H, 2™ = e. Montrer que n divise
une puissance de m.

Exercice 8 (Centre d’un p-groupe). Soit G un groupe fini de cardinal une puissance non nulle d’un
nombre premier. Montrer qu’il existe un élément différent du neutre qui commute & tous les éléments

de G.



Exercice 9. Déterminer (& isomorphisme prés) les groupes d’ordre p? ol p € P.

Exercice 10. Soient G un groupe fini et p € P.
1. On suppose que G n’admet aucun élément d’ordre p. Montrer que pour tout x € G, il existe un
unique élément y € G tel que x = yP.

2. On suppose désormais que pour tout z € G, 'ordre de z divise p. Soit g € G\ {e}. Soient
x,y € (g) distincts. Montrer que x et y ne sont pas conjugués.

Exercice 11 (Inégalité de Dizon). Soit G un groupe fini non commutatif. Montrer que la probabilité

que deux éléments de G commutent est majorée par %.

Exercice 12. Soient (G,-) un groupe fini de cardinal n et C[(X,)4eq] 'anneau des polynémes aux
n indéterminées X, ot g € G. On note D le déterminant de la matrice (Xg5-1)gneq-

1. Calculer D lorsque G = Z/2Z.

Montrer que D ne dépend pas de la numérotation des éléments de G.

won

Montrer que D est un polynéme homogéne de degré n a coefficients entiers.

=

On suppose G cyclique. Montrer que

n—1
o= IT ()
wel, \k=0
ol X désigne X » avec a générateur de G.
5. (Lemme de Dedekind) On considére (f1,..., fm) des morphismes distincts de G dans C*. Mon-
trer qu'ils forment une famille libre de F(G, C*).
Exercice 13. Soit (G,-) un groupe fini de cardinal n. On note G 'ensemble des morphismes de (G, -)
dans (C*, x).
1. Dans cette question, on suppose que n est premier. Montrer que G est cyclique, puis que |CA} | =n.

Dans les trois questions suivantes, G est supposé abélien et sa loi de groupe est notée additivement.
On note F = F(G,C) 'ensemble des applications de G vers C.

2. Munir F d’une structure de C-espace vectoriel et préciser sa dimension.
3. Soit a € G. On définit T, € L(E) par V(f,z) € E x G, To(f)(z) = f(z + a). Montrer qu’il

existe une base de E formée de vecteurs propres communs a tous les T},.
4. Montrer que |G| = n.

5. Montrer par un exemple que ce résultat tombe en défaut lorsque G n’est plus supposé abélien.

Exercice 14. Soit (G, -) un groupe engendré par une partie finie S stable par passage a l'inverse. Pour
z € G, on note L(z,S) la longueur minimale d’une décomposition de x comme produit d’éléments de
S. Pour ¢ : G — G morphisme, on note

Alp, 8) = max L(p(x), 5).

1. Montrer que lim %ln A(p™, S) existe et ne dépend pas de S.
n—-+0o
2. Calculer la quantité précédente dans le cas ou G = Z% et ¢ : (z,y) € Z2 +— 2z +y, 7 +y).

Exercice 15 (Sur les dérangements de &,). Soit n > 2 un entier, y-a t-il plus de dérangements pairs
ou impairs dans &,, 7



Exercice 16. Soit 0 € &,,. Déterminer la signature de la permutation u, de &,, définie par : Vg € G,,,
fo(g) =0 og.

Exercice 17. Quel est I'ordre maximal d'un élément de Gg?

Exercice 18. Sir > 1, si p1,--- , pr sont des nombres premiers distincts et aq, -+, a; sont dans N*,

on pose :
T T
(G (Hpﬂ’) => %
i=1 i=1

On pose aussi ¥(1) = 1. Montrer que &,, contient un élément d’ordre m si et seulement si ¥)(m) < n.

Exercice 19 (FEzposant de &,). Montrer que le ppcm des ordres des éléments de &, est :

Inn

Hpban,

peEP

Exercice 20. Montrer que la signature est, si n > 2, le seul morphisme non trivial de &,, dans (C*, x).
Exercice 21. Trouver une partie génératrice de taille minimale de &,,.

Exercice 22. Montrer que le sous-groupe de &,, constitué des permutations fixant n est un sous-groupe
maximal de &,, pour l'inclusion.

Exercice 23 (Carrés de &,,).
1. A quelle condition un élément de &,, est-il un carré ?

2. A quelle condition un élément de &,, est-il le carré d’un unique élément de &, ?

Exercice 24. Soient n > 3 un entier, r et s dans {1,...,n} tels que r < s, G, 5 le sous-groupe de &,
engendré par (12 ... n) et (rs). A quelle condition a-t-on G, s = &, ?

Exercice 25 (Un formule explicite pour la signature). Montrer, si o € S,,, que :

E(O’) _ H U(]) — U(Z) )

i
1<icj<n

Exercice 26. Soient X et Y deux ensembles finis non vides et disjoints, o dans &(X), ¢’ dans &(Y)
et p la permutation de X UY coincidant avec o (resp. ¢’) sur X (resp. Y). Calculer (p) a l'aide de
e(o) et g(o’).

Exercice 27. Soit p un nombre premier. Trouver le nombre d’éléments d’ordre p de Gop.

Exercice 28. Soient p un nombre premier, a dans (Z/pZ)* et :

oq + (Z/pZ)" — (Z/pZ)*

T — ax

Calculer (oy,).

Exercice 29 (Théoréme de Frobenius-Zolotarev). Soient K un corps fini et M un élément de G L, (K)
avec n > 1. Soit pjs la permutation de K™ associée. Calculer €(pay).



Exercice 30.

1. Soit o € 6,,, de décomposition en cycles de supports disjoints de la forme v; o --- o, ou la
longueur de v; est ¢; (¢; > 2). On note

r

plo) =S (6 -1) .

i=1
Montrer que o est produit de p(o) transpositions.

2. Montrer qu’on ne peut écrire o comme produit de moins de p(o) transpositions.

3. Quel est le cardinal minimal d’un systéme générateur de &,, formé de transpositions ?
Exercice 31. Montrer, si n > 3, que &,, n’est pas isomorphe au produit direct de A,, par Z/27Z.

Exercice 32. Soit 0 € &,,. Calculer, en fonction de la décomposition en cycles de o, le cardinal de la
classe de conjugaison de o dans &,,.

Exercice 33. Si 1 <k < ¢ <n, quel est le groupe de &,, engendré par (1,2,--- k) et (1,2,---,£)7

Exercice 34 (Probabilité que deux permutations commutent). Déterminer la limite de

~ H(g.h) €(6,)?, goh=hog}|
Pn = (n!)? '

Exercice 35 (Automorphismes de &,,). Soit n un entier > 3.

1. Montrer que tout automorphisme de (&,,,0) qui transforme toute transposition en une trans-
position est intérieur.

2. (Théoréme de Holder) Si n # 6, montrer que tout automorphisme de &,, est intérieur. On
pourra utiliser la question 1. et le dénombrement d’une classe de conjugaison de &,,.

Exercice 36. Soit p € P. On admet que (F;, x) est cyclique. Soit n > 1. Pour tout @ € Fy[X1,. .., X,],
on pose

Sp(Q) = Z Q(x1,...,2p).

(@1,,7n ) E(Fp)™
1. Soit @ € F)[X] de degré strictement inférieur & p — 1. Montrer que 51(Q) = 0.

2. On considére des polynomes a n variables Fi,..., Fy, sur F, dont la somme des degrés est
strictement inférieure & n. On note V = {(z1,...,7,) € Fy | Vi € [1,m], Fi(z1,...,2,) = 0}.
Montrer que p divise |V|. Montrer que si le terme constant de chaque F; est nul, alors V' contient
un autre élément que (0,...,0).

3. On suppose n > 2 et on donne des entiers aq, . .., as,_1. Montrer qu’il existe des indices i1, . .., iy,
distincts tels que a;;, + ...+ a;, = 0[n].

4. Montrer le résultat admis.

Exercice 37. Soient p un nombre premier et k € N*. Montrer que Zmer z* ne peut prendre que deux
valeurs. Préciser dans quels cas on obtient ces valeurs.

Exercice 38. Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que
—1 est un carré de F,, <= p =1[4].
Exercice 39 (Critére d’Euler). Soient p > 2 un nombre premier et € F,,. Montrer que

p—1
x est un carré de F), <= 27 =1][p.



Exercice 40 (Parties sans somme de 7).

1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers. Montrer qu’il existe une infinité de
nombres premiers de la forme 3k + 2.
2. Soient p € P dela forme 3k+2et A C F,. Siz € F, on pose B(z) = AN{(k+1)x, ..., (2k+1)x}.
Calculer ) . |B(x)|.
p

3. Si (G,+) est un groupe abélien, on dit d’'une partie B de G\ {0} qu’elle est sans somme, lorsque
pour tout x,y € G, x +y ¢ B. Soit A une partie finie non vide de Z \ {0}. Montrer qu’il existe
une partie sans somme B de A vérifiant |B| > |A|/3.

Exercice 41. Soit (G,+) un groupe abélien. On définit ¢ : P(G) — N U {400} comme suit : soit
A C G; on considére les parties B de A telles que pour tout b,b’ € B avec b # b, on ait b+ b ¢ A. On
note p(A) le plus grand cardinal d’une telle partie A.

1. Déterminer p(A) si A est un sous-groupe de A.
2. Montrer que si A est la réunion de k sous-groupes de G ot k > 1, alors p(A) < k.
3. On prend ici G = Z. On suppose A C N* et |A| = 2¥. Montrer que p(A) > k + 1.

Exercice 42 (Théoréme de Lie-Kolchin). Soient V un C-espace vectoriel de dimension finie et G un
sous-groupe connexe par arcs de GL(V). SiI' C GL(V) et & : T' — C, on pose Vo = {v € V |Vy €
[, y(v) = @(7)v}-
1. On se donne un vecteur propre v commun a tous les éléments de G (dont on suppose 'existence),
et 'on note ® : G — C 'application qui & tout g € G associe la valeur propre de g associée a v.
Montrer que ® définit un morphisme continu de G — C* dont 'image est connexe par arcs.

2. Ayant fixé I, montrer que les sous-espaces Vg lorsque ® parcourt I’ensemble de toutes les
fonctions de I dans C sont en somme directe.

3. On note D(G) le groupe engendré par les éléments de la forme aba~'b~! ot a,b € G. Montrer
que D(G) est un sous-groupe distingué de G, c’est a dire pour tout g € G, pour tout x € D(G),
grg~t € D(G).

4. Soit v un vecteur propre commun a tous les éléments de D(G). Montrer que pour tout g € G,
le vecteur g(v) est vecteur propre commun a tous les éléments de D(G).

5. Montrer que D(G) est connexe par arcs.

6. Soit v un vecteur propre commun a tous les éléments de D(G) et ® : D(G) — C qui a tout
g € D(G) associe la valeur propre de g associée & v. Montrer que tout élément de G laisse Vg
stable.

7. On suppose qu'il existe un entier n > 1 tel que D"(G) = {ldy}. En utilisant les résultats
précédents, montrer par récurrence qu’il existe une base de V dans laquelle tous les éléments
de G sount représentés par des matrices triangulaires supérieures.

Exercice 43. Soit p > 2 un nombre premier. Calculer |SO2(F))|.

Exercice 44. Quelles sont les matrices A € GL,(Z) telles que Vk € N*
IM € GL,(Z), M* = A?

Exercice 45. Montrer que le commutant de toute matrice de SL,,(C) est infini.

2 = g pour tout = € A. Montrer que A est commutatif.

=g pour tout x € A ou bien ==z pour tout

Exercice 46. Soit (A, +, xX) un anneau tel que x
Montrer que la conclusion subsiste si 'on suppose x
x € A.



Exercice 47. Soit n € N*. Dénombrer les nilpotents de anneau Z/nZ.

Exercice 48 (Anneaux finis isomorphes a un produit de corps finis).

1. Soit n € N\ {0, 1}. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que 'anneau Z/nZ soit
isomorphe & un produit de corps finis.

2. Soit A un anneau commutatif fini. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A
soit isomorphe & un produit de corps finis.
Exercice 49. Déterminer les couples (A, B) de parties de N vérifiant :
(i) AUB=Net ANB=10;
(ii) Ya € A,Vbe B,a+bec Aetabe B.
Exercice 50 (Un théoréme de Beatty). Soient a,b > 1. On définit E' = {|na]|n € N*} et F' = {|nb||n € N*}.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) E et F partitionnent N*;
(i) L+1=1eta,beR\Q.
Exercice 51. Pour tout n € N*, on note ', = {(x,y) € R? , 22 +y?> =n} et A, =T, N Q%
1. Aq est-il dense dans I'y 7
2. Ag est-il dense dans 'y 7
3. Aj est-il dense dans I's 7
4

. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A,, soit dense dans I';.



Chapitre 2

Arithmétique

Exercice 52. Soient n € N* et k € N impair. Montrer que
(I4+...4n)| A" +...+n").

Exercice 53. On considére la suite de Fibonacci (F},),>0 définie par la relation de récurrence
F, 19 = F,+1+F, et la condition initiale (Fy, F}) = (0, 1). Soit (m,n) € N*xN. Calculer F,,,A Frns1)-

Exercice 54. Soit £k > 2 un entier. Montrer que le produit de trois entiers consécutifs non nuls ne
peut pas étre une puissance k-iéme.

Exercice 55 (Un théoréme de Kurschak). Pour quelles valeurs entiéres n > m a t-on

zn:ieN?
i=m

Exercice 56 (Formule de Legendre). Soit n > 2, soit p un nombre premier. Montrer que

vp(nl) = io LZZJ .

k=1
Exercice 57. Soient p un nombre premier, n > 1 un entier et k € [1,p" — 1]. Déterminer v, <(p,:)>

Exercice 58 (Une version faible du théoréme de Dirichlet). On note ®; = X — 1. Pour n > 2, on
définit le n-iéme polynome cyclotomique par

2mik
®, = [T &=
1<k<n,nAk=1
1. Montrer que ®,, est a coefficients entiers pour tout n > 1.

2. Que dire d’un nombre premier p tel que p | ®,(a) ot a € Z mais aucun des ®4(a) ou d décrit
I’ensemble des diviseurs stricts de n 7

3. En déduire une version faible du théoréme de Dirichlet : Pour n > 1 fixé, il existe une infinité
de nombres premiers de la forme An + 1 ot A € N*.

Le théoréme de Dirichlet stipule en fait que toute progression arithmétique de la forme an+0b ot n € N*
et a Ab=1 contient une infinité de nombres premiers.



Exercice 59.
1. Montrer que I’ensemble des nombres premiers est infini.

2. Pour n € N\ {0,1}, on note p(n) le plus grand diviseur premier de n et on pose E = {n >
2, p(n) <p(n+1) <p(n+2)}. Soit ¢ un nombre premier différent de 2. Pour n > 1, on pose
up, = q¢* — 1 et v, =¢* + 1. Montrer que (u, ¢ E) < (p(u,) > q ou p(v,) < q).

3. Montrer que si (m,n) € N? avec m # n, alors

() () =

4. En déduire que F est infini.

Exercice 60 (Minoration de Tchebychev).

1. Montrer que pour tout (a,b) € N* x N, l'entier a(
a+b
a

a+b
a

) divise p(a,b) = ppem(b+1,...,b+ a).
On pourra exprimer ’entier a( ) sous forme d’intégrale.

2. Pour n > 1, on pose pin+1 = ppem(l, ..., n+ 1). Montrer que (n + 1)ppcm ((?))KK” = linil-
3. Montrer que pour tout n > 1, pu, > 2™. o

4. Pour n > 1, on note 7(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Montrer que
n™(" > 27=1 En déduire une minoration de m(n).

10



Chapitre 3

Corps, polynoémes, fractions rationnelles

Exercice 61. Soit K un corps. On introduit,

S:{folneN*,xieK}.

i=1
Montrer que S est stable par somme, produit et division.

Exercice 62 (Dénombrement sur les corps finis). Soit K un corps fini commutatif de cardinal q.
Soit n > 1 un entier.

Calculer |GL,(K)| et |SL,(K)|.
Calculer plus généralement o, = [{M € M,(K), rg(M) =r}| pour r € {1,...,n}.
Calculer le nombre d’espaces vectoriels de dimension r de K™ ou r € {1,...,n}.

Calculer le nombre de matrices diagonalisables de M,,(K).

A

Calculer le nombre de matrices nilpotentes de M, (K).

Indication : on pourra utiliser une décomposition de Fitting.

Exercice 63 (Un théoréme de Brauer). Soit K un corps. Pour toute permutation o € &, on note
P(0) sa matrice dans la base canonique de K". Etablir le fait suivant,

Deux permutations o1, o9 sont conjuguées dans &,, <= P(07) et P(02) sont semblables.

Exercice 64 (Lemme d’Artin). Soit F' un sous-corps de C. Soit G un groupe fini d’automorphismes
de F. On note F¢ = {x € F |Vg € G, g(x) = x}. On vérifie facilement que F'“ est un corps. On
souhaite montrer que [F : F¢] = |G| (c’est & dire que la dimension de F' comme F%-espace vectoriel
vaut |G]).
1. (Lemme de Dedekind) Soient M un groupe, F' un corps, (0;)ic; une famille de morphismes de
M — (F*, x). Montrer que (0;);cs est libre dans le F-espace vectoriel F(M, F).
2. Soient X # 0, F un corps, (fi)i<i<n € F(X,F). Montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :
(Z) (fi)lgign est libre.
(i1) I(x1,...,2n) € X" tel que M = (fi(x;))1<4,j<n soit inversible.

3. Conclure.

11



Exercice 65 (Une caractérisation des corps algébriqguement clos). Soit K un corps. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) K est algébriquement clos ;

(73) pour tout n € N*, tout polynéme non constant de K[X1,..., X,] admet au moins un zéro dans
K'ﬂ -
(731) pour tout entier n > 2, tout polynéme homogene de degré n de K[X1,..., X,] admet au moins

un zéro dans K" \ {(0,...,0)}.
Exercice 66. Soit Q[v2] = {a + bv2 | (a,b) € Q?}. Montrer que Q[v/2] est un sous-corps de C et en

déterminer les automorphismes.

Exercice 67. Soit K un corps fini. On note Pk 'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de
K[X]. On pose pour t € R, lorsque cela a un sens,

1
C(t) = H 1— tdegP'
PePk
1. Montrer qu'il existe tg > tel que ¢ soit bien définie sur | — g, to].

2. Montrer que ¢ est développable en série entiére autour de 0. Calculer ((¢) et préciser le rayon
de convergence.

Exercice 68 (Une généralisation d’un résultat classique). Soit K un corps commutatif infini. Soit L
un sur-corps de K, et soient M, N € M, (K). On suppose que M et N sont semblables sur M, (L).
Montrer qu’elles le sont aussi sur M,, (K).

Exercice 69 (Eztension algébrique). Soient K un corps et P € K[X] un polynome irréductible. Pour
A, B dans K[X], on dit que A = B si P divise A — B.
1. Montrer que = est une relation d’équivalence. On note A la classe d’équivalence de A.

2. On note L 'ensemble des classes d’équivalence de cette relation. Munir I d’une structure de
corps telle que application 7 : A € K[X] +— A € LL soit un morphisme d’anneaux.

3. Exhiber un morphisme de corps injectif de K dans L.
4. Montrer que P admet une racine dans L.
5. Déterminer un sous-corps de C isomorphe & L lorsque P = X? + 1 et K = R, puis lorsque
P=X3-2etK=0Q.
Exercice 70.
1. Trouver tous les polynomes P € R[X] vérifiant P(X) = P(1 — X).
2. Trouver tous les polynomes P € C[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X +1).
Exercice 71. Soient P € Z[X] et p € P. On dit que p est un diviseur de P s’il existe un entier n € N

tel que P(n) # 0, et P(n) = 0 [p]. Montrer que tout polynéme non constant admet une infinité de
diviseurs

Exercice 72. Soient zg,...,2z, n + 1 nombres complexes distincts tels que pour tout polynémes
P e ClX],
1 n
P =— P
(20) = — > Plak)
k=1
Montrer que z1, ..., 2z, sont les somimets d’un polygone régulier de centre zp.

12



Exercice 73. Soient 1 <n < det P € C,[X]. On suppose qu'il existe zp, ..., 2z, € Uz deux a deux
distincts tels que pour tout i € [0, n],

Montrer que pour tout z € C, |z| <1 = |P(2)| < 1.
Exercice 74. Soit A la sous-algébre de R[X] engendrée par X2 et X3. A est-elle isomorphe a R[X]?

Exercice 75. Soit P € R[X] de degré n > 1 et scindé sur R. Soit av € R* . On note

Ea:{xER, ]133/((;;))20‘}'

Montrer que E, est une réunion finie d’intervalles de R et calculer la somme des longueurs de ces
intervalles.

Exercice 76 (Grand théoréme de Fermat pour les polynomes). Pour P € C[X], on note n(P) le
nombre de racines distinctes de P.

1. Soient A, B,C € C[X] non nuls et premiers entre eux dans leur ensemble. On suppose A+B = C.

Montrer que
n(ABC) > 1+ max{deg A, deg B,deg C'}.

2. En déduire le grand théoréme de Fermat pour les polynomes : Si A, B,C' € C[X] non constants
et premiers entre eux deux & deux sont tels que

A"+ B =(C",
alors n < 2.

Exercice 77. Existe-t-il une suite (a,)neny € RY telle que pour tout n € N*, le polynome ag + a1 X +
...+ ap X" soit scindé & racines simples sur R?

Exercice 78 (Inégalité de Bernstein).

1. Soient n € N* et 21, ..., 2, les racines de X™ 4 1. Montrer que si P € C,[X],

XP'(X) = gP(X) + % 3 z(’;f(_z’“l))?.
k=1

2. Si P € C[X], on pose || P|| = sup|,—; |P(z)|. Montrer que si P € C,[X],
IP] < P].

Exercice 79. Soit P € R[X] unitaire de degré n > 1. On pose g : t € R — P(cos(t)).

1. Montrer qu’il existe un unique vecteur (bg,...,b,) € R tel que,
n
YVt eR, g(t) = Z by, cos(kt).
k=0

Calculer b,. Montrer enfin,
1
1Ploo,=1,1] = o1

2. Soient @ € R[X] un polynéme unitaire de degré n > 1 et S un segment tel que pour tout z
dans S, |Q(x)| < 2. Majorer la longueur de S.
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Exercice 80 (Un théoréme de Kronecker). Soit P un polyndome unitaire de Z[X] dont les racines
complexes sont toutes de module inférieur ou égal & 1. On suppose aussi P(0) # 0. Montrer que les
racines de P sont des racines de I'unité.

Exercice 81.

1. Soit f : R?2 — R telle que f(-,y) est polynomiale pour tout y € R et f(x,-) est polynomiale
pour tout x € R. Montrer que f est polynomiale.

2. Est-ce encore vrai si on remplace R par Q7

Exercice 82. Soit f : R — R. On suppose que f est localement polynomiale en tout point. Montrer
que f est polynomiale.

Exercice 83. Soit A l’ensemble des entiers naturels qui s’écrivent en base 10 uniquement avec des 1.
Déterminer les polynomes P € R[X] qui stabilisent .A.
Exercice 84.
1. Soit P € R[X] tel que P(R) C R*. Montrer qu'’il existe A, B € R[X] tels que P = A% + B2,
2. Soit P € R[X] tel que P(RT) C RT. Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels que P = A% + X B2.
3. Soit P € R[X] tel que P([—1,1]) € R*. Montrer qu’il existe A,B € R[X] tels que P =
A2+ (1 - X%H)B2
Exercice 85 (Nombres transcendants, nombres de Liouville). Un nombre complexe o € C est dit
algébrique sur Q s'il existe P € Z[X]\ {0} tel que P(«a) = 0.
1) Montrer que l'ensemble A des nombres réels algébriques sur Q est dénombrable.

2) a) Soit a € R algébrique sur Q, racine de P € Z[X] unitaire avec deg P = n > 0. On suppose
a ¢ Q, montrer qu'’il existe o > 0 tel que pour tout (p,q) € Z x N*,

1
q q
Montrer que a est transcendant. Un tel nombre est appelé nombre de Liouville.
c¢) Montrer que a = Y ;25 ﬁ est un nombre de Liouville.
Exercice 86 (Formules de Newton). Soient n > 2, K un corps commutatif, z1,...,z, € K. Pour
p € Non pose S, = > 1, 2¥. On note o1,..., 0, les fonctions symétriques élémentaires des z; définies
par
O = Z Hxi: Z Liy « o Ly,
IC[1,n], |I|=k i€l 1<i1 <. <ig<n

Démontrer les relations suivantes :

1. Sip>n,
Sp—01Sp-1+ ...+ (=1)" o 18 1+ (—1)"0nSp_n = 0.

2. Sipe[l,n—1],

Sp — 0‘151;71 + ...+ (_1)])—10.1)7151 + (—1)pp0‘p =0.
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3. (Une application) Soient z1, ..., 2, des nombres complexes de module 1. On suppose que la suite

de terme général u, = Y ©_; 2 converge. Déterminer la limite de (uy)n>0.

Exercice 87. Soient P,Q € Z[X] non constants.
1. On suppose que I’ensemble {n € N, P(n)|Q(n)} est infini. Montrer que P divise ) dans Q[X].
2. On suppose que pour tout couple d’entiers distincts (a,b), P(b) — P(a) divise Q(b) — Q(a).
Montrer qu’il existe un polynome H € Q[X] tel que @ = H(P).

Exercice 88. Soient p € P, et ny,...,n, des entiers strictement positifs. On note d le pged des n;.
Montrer que le polynéme

XM 4 4+ X —
Xd—1

est irréductible sur Z[X].

Exercice 89.
1. Déterminer les polynémes P € C[X] veérifiant P(U) C U.
2. Déterminer les fractions rationnelles F' € C(X) vérifiant F(U) C U.

Exercice 90. Soit P € R[X]. Montrer que {a € R, P—« est scindé } est un intervalle (éventuellement
vide) fermé de R.

Exercice 91 (Discriminant d’un polynéme). Soit n € N*. Soit P € C[X] unitaire de degré n. On pose

n
n(n—1)

P(X)=[[(X —z), etdisc(P)=(-1)" =[] (2i—2)

i=1 1<i#j<n

n(n—1)

. Montrer que disc(P) = (—1)" =z [, P'(z).

Calculer disc(P) si P = X2 +aX +b.

Soit A € M,,(C). On pose B = (Tr A™=2), <, i<,. Montrer que disc(x4) = det B.
Soit P = X"+ ap1 X" '+ ...+ ag € C[X]. Montrer que disc(P) € Zlag, . . ., an—1].

W=

Exercice 92. On note A 'ensemble des polynomes de Z[X] & coefficients dans {0,1}. Soit n € Z,
montrer qu’il existe un unique élément P € A tel que P(—2) = n.

Exercice 93. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P(C) C R.

Exercice 94. Soient n € N* et aq,...,a, des entiers deux a deux distincts. On pose P = (X —
ai)...(X —ay) — 1. Montrer que P est irréductible dans Z[X]. Que penser de Q = P + 27

Exercice 95. Soit P € C[X] de degré d > 1. On note n(z) le nombre de solutions de I’équation
P(x) = z. Donner une expression de
> (d—n(2)).

Exercice 96. Soit P € R[X].
1. On suppose P scindé sur R. Quel est le signe de PP” — (P')2?

2. On suppose que PP"” —(P')? < 0 sur R. Montrer que P s’annule au moins une fois sur R. Est-ce
que P est nécessairement scindé sur R 7
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Exercice 97. Soient n € N* et E une partie non vide de I'espace affine des polynoémes unitaires de
degré n. Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) E est borné (pour une norme quelconque sur C,[X]);
(77) ’ensemble des z de C qui sont racines d’un élément de E est une partie bornée de C.

Exercice 98 (Continuité des racines (1)). Soient z1,...,%, des complexes deux & deux distincts,
ni,...,n, dans N* et

P =

(2

p
(X — Zi)ni .
=1

On pose n =Y _%_, n;. Montrer, si 0 < ¢ < min {|z — zj|, 1 <i < j < p}, que tout polynome unitaire
de degré n assez prés de P dans C,[X] a, pour ¢ € {1,...,p} exactement n; racines comptées avec
multiplicités dans B(z;,€).

Indication : utiliser Uexercice précédent et un argument de compacité.

Exercice 99 (Continuité des racines (2)).

1. Soient a € C,r > 0et D(a,r) = {z € C, |z—a| < r}. On considére P dans C[X] et on suppose
que P ne s’annule pas sur le cercle frontiere de D(a,r). Montrer que le nombre de racines de P
dans D(a,r) comptées avec multiplicités est :

1 ﬂ'P/

7 » B (a + 7"ew> re' d.

2. (Lemme de Rouché) Sous les hypothéses de 1. on suppose que @ est dans C[X] et vérifie :
|Q(2)] < |P(2)| pour tout z dans le cercle frontiére de D(a,r).

Montrer que P et P+ @ ont méme nombre de racines comptées avec multiplicités dans D(a,r).

3. Retrouver le résultat de 'exercice précédent.

Exercice 100 (Lemme de Riesz). Soit P est un polynome trigonométrique tel que :
Vz € R, P(x) € RT.

Montrer qu’il existe @ dans C[X] tel que :

VeeR,  P(x)= Q™).

Exercice 101 (Contenu et lemme de Gauss). Si P est un élément de Z[X], on appelle contenu de P
et on note ¢(P) le pged des coefficients de P.

1. On suppose que P et @ sont dans Z[X] avec ¢(P) = ¢(Q) = 1. Montrer ¢(PQ) = 1.

Indication : on supposera par l'absurde qu’il existe p premier divisant c¢(PQ) et on réduira
modulo p.

2. Soient P et @ dans Z[X]. Montrer que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

3. Montrer que si le polynome P de Z[X] est produit de deux polynémes non constants de Q[X],
il est produit de deux polynémes non constants de Z[X].

Ainsi, pour étudier Uirréductibilité sur Q d’un polynéme entier, il suffit d’en étudier l'irré-

ductibilité sur Z. Mieux : les irréductibles de Z[X] sont les polynéomes de Z[X] irréductibles sur
Q[X] et de contenu 1.
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Exercice 102. Montrer que X* + 1 est irréductible sur Z[X].

Exercice 103 (Critére d’Eisenstein). Soient p un nombre premier, P = Y }_,ax X* dans Z[X]. On
suppose que p divise a;, si 0 < k < n — 1, que p ne divise pas a,, que p? ne divise pas ag. Montrer que
P est irréductible sur Z, donc sur Q.

Indication : on réduira modulo p une factorisation dans Z[X].

Exercice 104. Soit P € R[X]. On suppose que pour tout n € N, il existe m € N tel que P(n) = m?.

On veut établir Iexistence de Q € R[X] tel que P = Q2.
1. Est-il nécessaire que P soit & coefficients entiers?

2. Soit a € R. On considére I’endomorphisme de C*°(Ja, +o00[, R) qui & toute fonction lisse f associe
la fonction x — f(z + 1) — f(z). Montrer que pour tout f de C*(Ja,+oo[,R), tout z > a et
tout n € N, il existe 6 €]0,n[ tel que

(A™f)(z) = " (z +0).
3. Conclure.

Exercice 105 (Lemme de Schwarz-Zippel). Soient K un corps, P un polynome de K[X1,...,X,] de
degré d et S une partie finie de K. Montrer que ’ensemble des n-uplets (z1,...,x,) tels que :

P(zy1,...,2,) =0

est de cardinal au plus d|S|" .

Indication : on pourra raisonner par récurrence sur n > 1.

Exercice 106. Soit (Py)r>0 € C[X1, ..., X,]" une suite de polynémes a n indéterminées sur le corps
C telle que pour tout X € C", 3k € N tel que Pi(X) = 0. Montrer que 'un des Py est nul.

Indication : on pourra utiliser le théoréme de Baire.

Exercice 107. Soit P € R[X,Y, Z] un polynéme homogéne tel que pour tout (x,y,z) € (R*)3\
{(0,0,0)}, P(z,y,2z) > 0. Montrer qu’il existe n € N tel que (X +Y + Z)"P(X,Y, Z) ait tous ses
coefficients positifs ou nuls.

Exercice 108. Soit £ une partie de R? telle que YM € R?, d(M, &) < 1. Déterminer 1’ensemble

(P eRIX,Y], P(E) = {0}}.
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Chapitre 4
Algébre linéaire

Exercice 109. Existe-t-il ay,...,a,2 € R tels que toute matrice A € M,,(R) obtenue & partir de ces
n? coefficients soit inversible ?

Exercice 110. Déterminer les corps K et les entiers naturels n tels que toute matrice de M, (K) soit
somme de deux matrices inversibles.

Exercice 111 (La transposition n’est pas un changement de base). Existe-t-il P,Q € GL,(R) telles
que pour tout A € M, (R),
tA = PAQ?

Exercice 112. Soit A € M, (R). Combien de coefficients de A faut-il modifier au minimum pour que
A devienne inversible 7

Exercice 113 (Lemme de Siegel). Soient n,m € N* avecn > m et A = (a;;)i<i<m,1<j<n € Mmn(Z).
On suppose qu'il existe un entier a > 0 tel que pour tout (¢,7) € [1,m] x [1,n], |a;j| < a. Montrer
qu’il existe X € Z"\ {0} tel que AX = 0 avec, si X =¥(xq,...,2,), pour j € [1,n],

m

|zj| < (no)n-m + 1.

Exercice 114 (Sous-espaces de M,,(K) de rang majoré). Soit V un sous-espace de M, (R) tel que
pour tout M € V', on ait rg(M) < p. On veut montrer que dim V' < pn.

I, O ..
p ) . Cette condition sera supposée

1) Montrer que ’on peut se ramener au cas o1 V' contient ( 0 0

: : : . A C
vérifiée par la suite. Montrer que toute matrice de V' peut s’écrire <B O>’ o A € M,(R),

B e My pp(R), C € My, »(R) et BC =0,

C
B 0

3) Montrer que le résultat est encore vrai si 'on remplace R par un corps infini K quelconque. On

considérera q : <g S) — <g g), W =¢q(V)et ®: (g g) eW = Ce My, p(K)et

2) Conclure en considérant 'application qui & tout élément ( > de V associe (4,'B + C).

B g) € ker @ alors pour tout élément C' € Im® on a BC' = 0. On en

déduira dim W < p(n — p) avant de conclure.

on montrera que si <

Exercice 115 (Endomorphisme de M, (C) stabilisant le groupe linéaire). Soit u € L(M,(C)). On
suppose que u stabilise GL,(C).
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1) Soit M € M, (C). Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur M pour qu’il existe
P € GL,(C) telle que P — AM soit inversible pour tout A € C. En déduire que pour tout
M e Mn((c)v

M e GL,(C) & u(M) € GL,(C).

2) Soit M € M, (C). Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que P — AM soit non
inversible pour exactement rg(M) valeurs de A\. En déduire que pour tout M € M, (C),

rg(u(M)) = rg(M).

3) Montrer que u conserve le rang.

Exercice 116 (Familles positivement génératrices). Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie
n > 1. Soit F = (e1,...,e,) une famille positivement génératrice au sens o pour tout « € E, il existe
des scalaires A1,..., A, strictement positifs tels que z = Zle Ai€;.

1) Montrer que p > n + 1. Donner un exemple de famille positivement génératrice de cardinal
n+ 1.

2) On suppose p > 2n + 1. Montrer qu'’il existe une sous-famille stricte de F qui est encore
positivement génératrice. Donner un exemple de famille positivement génératrice de cardinal
2n dont aucune sous-famille stricte ne D'est.

Exercice 117 (Théoréme de Maschke). Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soient
G un sous-groupe fini de GL(E) et F' un sous-espace vectoriel de E stable par tous les éléments de G.
Montrer que F' admet un supplémentaire stable par tous les éléments de G.
Exercice 118 (Traces modulo p). Soit p un nombre premier. Soient A, B € M, (Z).

1) Montrer que Tr ((A + B)P) = Tr AP + Tr BP[p].

2) En déduire que Tr AP = Tr Alp].

3) Soit (uy)y, définie par ug = 3, u3 = 0, ug = 2 et pour tout n € N, w13 = upy1 + up. Montrer

que p divise u, pour tout nombre premier p.

Exercice 119. Quelles sont les matrices qui sont des comatrices dans M,,(C) 7 dans M,,(R)?

Exercice 120 (Formule de Burnside).

1) Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soit G un sous-groupe fini de GL(E).
On pose E¢ = {z € E, Vg € G, g(z) = x}. Montrer que

) 1
dim E¢ = @l Z Tr(g).
geG

2) Soit G un sous-groupe de S,,. Pour g € G, on note F(g) le nombre de points fixes de g. Soit r
le nombre d’orbites pour l'opération de g sur [1,n]. En utilisant 1), montrer que

T=|61¥|ZF(Q).

geG

3) Retrouver directement ce résultat.

Exercice 121. Soient K un corps infini et F un K-espace vectoriel de dimension finie.

1) Montrer que 'on ne peut pas avoir E = V; U...UVy ou les V; sont des sous-espaces stricts de
E. Que se passe t-il si K est fini?
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2) Montrer que si Fy,...,F), sont des sous-espaces de E de méme dimension alors il existe un
supplémentaire commun & tous les Fj;.

Exercice 122 (Dénombrement d’involutions). Soit K un corps fini de caractéristique différente de 2.
Déterminer [{A € GL,(K) | A% = I,,}|.
Exercice 123 (Crochets de Lie de My (K)). Soit K un corps de caractéristique nulle.

1) Montrer qu'une matrice de M, (K) de trace nulle est semblable & une matrice de diagonale
nulle.

2) Montrer que si A € M,,(K) est une matrice de trace nulle, alors on peut trouver B, C € M,,(K)
telles que A= BC — CB = [B,C].

Exercice 124 (Produits d’automorphismes de trace nulle). Soit n > 2. Déterminer les matrices de
GL,(K) qui s’écrivent comme un produit de matrices de trace nulle.

Exercice 125 (Isomorphismes entre groupes linéaires). Soient K et L deux corps commutatifs de
caractéristique différente de 2.

1) Soit G un sous-groupe fini de GL,(K) tel que pour toute matrice A de G, A% = I,,. Montrer
que |G| < 2™

2) On suppose qu'il existe un morphisme injectif du groupe GL, (K) dans le groupe GL,,(L).
Montrer que n < m.

3) Existe-t-il un isomorphisme entre GL,(Q) et GL,,(R)? Entre GL,(R) et GL,,,(C)?

Exercice 126 (Un théoréme de Hoffman et Singleton). Soit A € S, (R), a coefficients dans {0,1}, de
trace nulle et telle qu’il existe d > 1 vérifiant,

A2+ A—(d-1I,=J

ot J est la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients valent 1. On note U = (1,...,1).
1) Montrer que AU = dU. En déduire que n? = d + 1.

2) Soient (a,b) les racines du polynéme X2 + X — (d — 1). Montrer que le spectre de A est inclus
dans {a,b,d}.
3) Montrer que d € {1,2,3,7,57}. Déterminer Asid=1oud = 2.

Exercice 19 (Décomposition de Fitting). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit
ue L(E).
1) Montrer que les suites (Imu*);>q et (ker u¥);>o sont d’abord strictement monotones pour l'in-
clusion puis constantes & partir d’'un méme rang p < n.

2) Montrer que la suite (ker u¥);>q s’essoufle au sens ou (dim ker uf*1 — dim ker u¥);>o décroit.

3) Montrer que E = Imu? & ker uP.

4) En déduire que toute matrice de M,,(K) est semblable & une matrice de la forme (J(;[ g) ou

N est nilpotente et C' inversible.

Exercice 20. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 2 et k € [1,n — 1]. Que peut-on dire
d’un endomorphisme v de E laissant stable tous les sous-espaces de dimension k de E'7

Exercice 21. Soient F un K-espace vectoriel de dimension n et uq,...,u, des endomorphismes
nilpotents de E qui commutent deux a deux. Que vaut uj o...ou,?
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Exercice 22. Soient A,B,C € M,(K). Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe X € M,,(K) tel que C' = AXB.

Exercice 23 (Pseudo-inverse). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1) Soit (f,g) € L(E)?. On considére 3 conditions :
(i) fogof=F.
(it) gofog=g.
(1id) rg(f) = rg(f).
Montrer que si deux de ces conditions sont réalisées, alors la troisiéme aussi.
2) Soit f € L(FE). Montrer qu'il existe g tel que (7), (it) et (ii7) soient réalisées.
3) Soient f,g,h, f,§ € L(E) tels que

fofof=f gojog=y.
Montrer qu'il existe u € L(E) tel que fouog=h < fofohogog=h.

Exercice 24. Soit A € M, (K). On note A = *Com(A). Montrer que A est un polynome en A. On
traitera les cas K = R ou C, K infini, K quelconque.

Exercice 25. Soit R un anneau de caractéristique différente de 2. Pour A € M,,(R), on note Com(A)
la comatrice de A. Montrer que pour (4, B) € M, (R)?,

Com(AB) = Com(A)Com(B).
On traitera les cas suivants :
1) R=RouC.
2) R corps quelconque.

3) R anneau intégre.

Exercice 26. Soient A, B,C,D € M,(C) avec CD = DC. Calculer det (é g)

Exercice 27. Soit A = (i A j)1<i,j<n- Calculer det A.

Exercice 28. Soient A,B € M,(R) avec AB = BA et det(A + B) > 0. Montrer que pour tout
p > 1, det(AP + BP) > 0.

Exercice 29. Soient m < n deux entiers naturels. Soient P, ..., P, € R,,[X] et (a1,...,a,) € R™.
1) Calculer le déterminant de

Pi(a1) ... Pi(ay)

N = : :

Py(a1) ... Pulay)
A quelle condition ce déterminant est-il nul ?

2) Calculer le déterminant de

1n71
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Exercice 30. Pour 0 < k < n, calculer le déterminant

1z - xlffl x]fH ¥
1 Tn e xﬁ_l xfﬂ'l e xz

Exercice 31. Soit A = (ai;)i<ij<n € My(C) telle que

(1) Pour i # j, aj; # 0= a;; = 0.

(1) (a;; #0et aj #0) = a;j # 0 pour 4, j, k deux & deux distincts.
Calculer det A.

Exercice 32 (Sous-espaces engendrés).
1) Déterminer le sous-espace de M, (R) engendré par les matrices nilpotentes.
2
3
4
5]

) Méme question avec les matrices inversibles.

) Méme question avec les matrices de projection.

) Méme question avec les matrices orthogonales.

) Méme question avec les matrices diagonalisables.

Exercice 33 (Premiére colonne d’une matrice tnversible de M,(Z)).
1) A quelle condition une matrice de M,,(Z) est-elle inversible dans M, (Z)?

2) A quelle condition un vecteur de Z" est-il la premiére colonne d’une matrice inversible de

M(Z)?

Exercice 34 (Un probléme de cailloux...). On dipose de 2n+ 1 cailloux avec n > 1. On suppose
que chaque sous-ensemble de 2n cailloux peut se partager en deux tas de cailloux de méme masse
totale. Montrer que les cailloux ont tous la méme masse.

Exercice 35. Si X € Z", on note A(X) le pged des coefficients de X. Pour A € M,,(Z) montrer que
les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) det A = +1.
(77) Pour tout X € Z", A(AX) = A(X).

Exercice 36 (Opérateur 'Sweep’). Soient A € M, (R) et Graphe(A) l'ensemble {(X,AX), X €
R"™}.
1) Montrer que Graphe(A) est un sous-espace vectoriel de R?" et qu’il caractérise A.

2) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-espace de R?" soit le graphe
d’une matrice de M, (R).

3) Soient e1,...,en, fi,..., fn les éléments de la base canonique de R?" et Roty, Iisomorphisme de
R?" qui échange les composantes selon e, et f;, sans toucher aux autres. A quelle condition sur
A existe-t-il une matrice A’ telle que Graphe(A’) = Roty(Graphe(A))?

4) On note Sweep;(A) la matrice A’ de la question précédente. Que dire, sous réserve d’existence
a chaque étape, de Sweep; o ... o Sweep,,(4)7
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Exercice 37. On note G I'ensemble des endomorphismes u de M2 (R) tels que
Y(A, B) € M5(R)?, Tr(u(A)u(B)) = Tr(AB).

1) Montrer que tout élément de G est un automorphisme de Mo (R).
2) Montrer que G est un sous-groupe de GL(M2(R)).

3) Déterminer les éléments u € G vérifiant u(ly) = Is.

Exercice 38. Soient A, B € M, (C) de méme rang telles que A2B = A. Montrer que B?A = B.
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Chapitre 5

Réduction

Exercice 1. Soit y un polynoéme unitaire de degré n > 1 fixé. Combien y-a-t-il de classes de simili-
tudes dans M,,(C) dont le polynéme caractéristique est y 7

Exercice 2. Montrer que le théoréme de Cayley-Hamilton est vrai dans n’importe quel anneau
commutatif A.

Exercice 3. Soient p € P et n > 1. Soit p : SLy(F),) = GL,(C) un morphisme injectif. On souhaite
montrer que n > p%l.
11

1) Soit A= <0 1

) € SLy(F,). Montrer que p(A) est diagonalisable de spectre inclus dans U,,.

z 0

2) Soit z € F,. On note B = <O _1) . Montrer que p(B) agit par permutation sur les sous-

espaces propres de p(A).

3) Conclure.

Exercice 4. Déterminer le cardinal maximal d’une famille de matrices de G L, (C) qui anticommutent
2232

Exercice 5 (Lemme de Selberg). Soit I' un sous-groupe de type fini! de GL,(Q). Montrer que T

admet un sous-groupe d’indice fini? sans torsion .

Exercice 6. Soit G un sous-groupe de GL,(Q) dont tous les éléments sont d’ordre fini. Montrer que
G est fini.

Exercice 7. Caractériser les matrices A € M, (R) telles que pour tout P € R[X], P(A) = 0 ou
P(A) € GL,(R).

Exercice 8. Soient A, B € M, (C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur A et B pour
que I'on ait pour tout k € N, Tr(A*) = Tr(B*).

Exercice 9. Soient A, B € M,,(C) telles que rg(AB — BA) < 1. Montrer que A et B sont simulta-
nément trigonalisables.

1. i.e admet une partie génératrice finie.
2. Un sous-groupe I'g d’indice fini sur I" vérifie pour tout g,h € T' (g ~ h < gh™* € I'0) a un nombre fini de classes.
3. Un élément de torsion de I' est un élément g # I,, tel qu'il existe p > 1 tel que g* = I,.
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Exercice 10 (Un lemme de Serre).

1) Soit A € M, (Z). On suppose que A est annulée par un polynéme complexe non nul P dont les
racines sont simples et de module < 1. Montrer que A = 0.

2) Soit G un sous-groupe fini de GL,(Z). Montrer que si p est un nombre premier impair alors
la réduction modulo p de GL,(Z) dans GL,(FF,) restreinte & G est injective. Que peut-on en
déduire ?

Exercice 11. Soit K =R ou C. Soit (ay,...,a,) € K™\ {0}. Soit

0 al
M=1:1 (@

ay ... Qp

A quelle condition M est-elle diagonalisable 7

Exercice 12. Pour quelles valeurs de n existe-t-il un sous-groupe de GL,(R) isomorphe au groupe
additif (Z/47)*?

Exercice 13 (Equation de Sylvester). Soient A, B € M, (C). A quelle condition I'équation AX —
XB =Y a t-elle une solution X € M,,(C) pour tout ¥ € M,,(C)?

Exercice 14. Soit K un corps commutatif. Soit S C M, (K) telle que les éléments de S commutent
2 & 2. On suppose que les éléments de S possédent un vecteur propre commun. Démontrer ’existence
d’un vecteur propre commun 3 tous les éléments de S.

Exercice 15. Soient n > 2 et p € P. Montrer que M,,(Z/pZ) contient une matrice non trigonalisable.

Exercice 16. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie.

1) Démontrer que si u € L£(V) est diagonalisable, les sous-espaces vectoriels stables par u sont
ceux de la forme V7 @ ... ® V,, ou chaque V; est un sous-espace d’un espace propre de u.

2) Si w est nilpotent et non nul, établir I'existence d’un sous-espace vectoriel stable par u qui
n’admet pas de supplémentaire stable.

Exercice 17 (Un théoréme de Burnside).
1) Soit A € M, (C) telle que Tr(AF) = 0 pour tout k& € N*. Montrer que A est nilpotente.

2) Soient G un sous-groupe de GL,(C), (M;)1<i<m € G™ une base de Vect(G) et f: A€ G —
(Tr(AM;))1<i<m. Montrer que si f(A) = f(B) alors AB~! — I,, est nilpotente.

3) On suppose que toutes les matrices de G sont diagonalisables, montrer que f est injective.

4) En déduire que si G est un sous-groupe d’exposant fini (il existe p > 1 tel que pour tout g € G,
gP = 1,,) de GL,(C), alors G est fini.

Exercice 18. Caractériser les P € C[X] unitaires de degré n tels que P = x4 caractérise la classe
de similitude de A.
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Exercice 19 (Un théoréme de Kronecker).
1) Soit P € Z[X] unitaire de degré n. Existe-t-il A € M,,(Z) telle que x4 = P?
2) On note Aq,..., A, € C les racines distinctes ou confondues d’un polynéme unitaire P de degré
n de Z[X]. Montrer que si ¢ > 1,

n
Py =]](X - X)) e z[X].
i=1
3) Soit P € Z[X] unitaire dont toutes les racines complexes sont de module < 1. Montrer que les
racines non nulles de P sont des racines de 'unité.

Exercice 20. Si (X,Y) € M,(R)?, on note (X,Y) = Tr(!XY).
1) Vérifier que (,) définit un produit scalaire sur M, (R).
On considére pour A € M, (R) I"’endomorphisme de M, (R) :
adga @ Mp(R) — M,R)
X = AX - XA~
2) Calculer I’adjoint de ad 4.
3) Montrer que A est nilpotente si et seulement si A € Im(ady).

4) Montrer que A est nilpotente si et seulement si A est semblable & 2A.

Exercice 21 (Maitrices stochastiques (1)). Soit S 'ensemble des matrices stochastiques réelles,
c’est a dire les matrices P = (p;j)i<ij<n € Mn(R) telles que pour tout (i,j) € [1,n]?, pi; > 0,
> pig =1

1) Montrer que tous les éléments de S ont une valeur propre commmune.

2) S est-il stable par produit ?

3) Soit P € S. Soit A\ une valeur propre complexe de A, montrer que |A| < 1.

Exercice 22 (Matrices stochastiques (2)). Soit A = (a;;)i<ij<n € My (R) une matrice stochas-
tique. Soit A une valeur propre de A de module 1 et X = (x;)1<i<n € C" vecteur propre associé.

1) Sia; est une composante de X de module maximal, montrer que Ax; est encore une composante
de X de module maximal.

2) En déduire que A est une racine m-éme de 1'unité avec m < n.

3) On suppose que pour tout i, a;; # 0. Montrer que la seule valeur propre de module 1 et 1.

Exercice 23 (Disques de Gershgorin). Soit A = (ai;)i<ij<n € Mn(C). On pose pour i € [1,n],
R; = Z1§j§n,j¢z‘ |a; ;1.

1) On suppose que pour tout i € [1,n], |a;;| > R;. Montrer que A est inversible.

2) Montrer que le spectre de A est inclus dans U ; D; ou D; = {2z € C, |z — a;;| < R;}.

3) On suppose & nouveau que |a;;| > R; pour tout i. Montrer que

| det A| > [J(lail — Ri).
1=1

4) On suppose maintenant A € M, (R) et pour tout i, a;; > R;. Montrer que

det A Z H(am‘ — RZ)
i=1
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Exercice 24.

1) Soit A € M, (C). Déterminer la décomposition de Dunford de exp(A) en fonction de celle de
A.

2) Déterminer les matrices A € M,,(C) telles que exp(A4) = Ij,.
Exercice 25 (Spectre de la comatrice). Décrire selon les cas le spectre de Com(A) ou A € M,,(C).

Exercice 26. Soit M € M, (Q). On appelle 7y € Q[X] (resp. par € R[X]) le polynéme minimal de
M en tant que matrice de M, (Q) (resp. M, (R)). Montrer que mas = pps.

Exercice 27. Soit n > 1. Montrer que les éléments d’ordre fini de GL,(Z) sont d’ordre uniformément
fini.

Exercice 28. Déterminer 'ensemble des matrices A € M,,(C) telles que la suite (A¥);>¢ soit bornée.

Exercice 29. Soient A, B,C € M,(C) telles que
AB—-BA=C, AC=CA, CB=BC.

Montrer que A, B, C sont simultanément trigonalisables et que C' est nilpotente.

Exercice 30. Soient A, B,C € M3(K). Montrer qu’il existe (c, 8,7) € K3\ {0} tel que aA+BB+~C
ait une valeur propre double.

Exercice 31. Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie n. Soient f € L(E) et Af: g€ L(E) —
fog—gof.
1) Montrer que si f est nilpotent alors Ay aussi.

2) Montrer que si f est diagonalisable alors Ay aussi. Préciser les valeurs propres de A en fonction
de celles de f.

3) On suppose A diagonalisable. Montrer que f est diagonalisable.

Exercice 32. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On dit qu’un endomorphisme v € L(E)
est semi-simple si tout sous-espace de E stable par u admet un supplémentaire stable par u. Soit
u € L(F). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) u est diagonalisable.

(77) xu est scindé et u est semi-simple.

Exercice 33. Soit A € M,,(C). On suppose que klim Tr(A*) = 0. Montrer que les valeurs propres

—+00
de A sont de module strictement inférieur a 1.

Exercice 34.
1) Soit G un groupe fini de cardinal n. Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe de S,,.

2) Soit A une K-algébre de dimension finie. Montrer qu’il existe d € N* tel que A soit isomorphe
4 une sous-algebre de My(K).

3) Soit M € M, (C) a n valeurs propres distinctes. Montrer qu’il n’existe qu'un nombre fini de
sous-algebres de M,,(C) contenant M.
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Exercice 35. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Soient u,v € L(E).

1) On pose pour (z,y) € E?, V(x,y) = (u(z),u(y)). Etablir 'existence d’un sous-espace vectoriel
non trivial de E?, stable par V et ne s’écrivant pas F' x F’ ou F et F' sont des sous-espaces de
FE stables par u.

2) On suppose que les polyndmes minimaux de u et v sont premiers entre eux. On pose V : (z,y) €
E? — (u(z),v(y)). Montrer qu’un sous-espace vectoriel de E? stable par V est de la forme F'x F’
ol F est stable par u et I’ est stable par v.

Exercice 36. Soit A € M, (R). Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A est une isométrie linéaire pour une norme N.
(ii) Pour tout X € R", {A*X | k € Z} est borné.

(7i1) A est diagonalisable sur C avec des valeurs propres de module 1.

Exercice 37. Soient A € GL,(C) et z € C™\ {0}. On munit C" d’une norme | - || et on pose pour
k e N,
Ak g
Up = ——F—.
" Ak

Etudier la convergence de la suite (u)g>0-
Exercice 38. Quel est le sous-groupe de GL,(R) engendré par les matrices diagonalisables ?

Exercice 39. Soit n € N, n > 2. On rappelle I'inégalité de Hélder : si p,q > 1 vérifient ]l) + é =1,

on a pour ai,...,dn,b1,...,b, € C,
1 1
n n ) n q
Zaibi < <Z|ai|p) (Z“}z”q) :
i=1 i=1 i=1

Soit A = (a¢7j)1§¢7j§n S Mn((C) Pour 7 € [[1,’11]], on note Ty = E \am‘| et Ty = Z \aj7i|.
1<j<n, j#i 1<j<n, j#i

Soit a € [0, 1].
1) On suppose que pour tout i € [1,n], |a;;| > rfc; . Montrer que A est inversible.

2) On note pour i € [1,n], D; = Dy (a;, rf‘cil_o‘) . Montrer que le spectre de A est inclus dans la
réunion des disques D;.

3) On suppose les D; deux a deux disjoints. Montrer que chacun des D; contient exactement une
valeur propre de A.

Exercice 40.

a) Soit M € M,,(C). Montrer que Sp(M) C {0} si et seulement si M est nilpotente. Est-ce toujours
le cas pour M € M,(R)?
b) Soit V un sous-espace vectoriel de M, (R) ne contenant que des matrices dont le spectre est

inclus dans {0}. Montrer que dim(V) < @ Cette majoration est-elle optimale ?

28



Chapitre 6

Espaces euclidiens

Exercice 1. On munit R? de sa structure euclidienne.

1) Trouver les applications f : R? — R¥ telles que pour tout (u,v) € (R?)?,
ulv= flutv)=f(u)+f(v).
2) Trouver les applications f : R? — R continues telles que pour tout (u,v) € (R?)2,

wlv= flutv)=f(w)+ (o).

Exercice 2. Soit E un espace euclidien et (a,b) € E2. Déterminer les bornes supérieures et inférieures
de

N IC)
]
Exercice 3. Soit E un espace euclidien et (z1,...,x,) € E", vérifiant

V(i,j) € [Lnl?, i # j = lloi — a5l > 2.
Soit B une boule fermée de rayon R contenant tous les x;. Montrer que

2(n—1)

R >

Exercice 4 (Familles obtuangles). Soit (u1,...,up) une famille de vecteurs de R™ vérifiant (u;, u;) <
0 pour tout 7 # j.

1) Montrer que p — 1 vecteurs parmi eux forment toujours une famille libre de R™.
2) Montrer que 'on ne peut pas trouver plus de n + 1 vecteurs vérifiant ces conditions.

3) Montrer que 'on peut en trouver n + 1.

Exercice 5.

1) (Décomposition QR) Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un unique couple (Q, R) avec
Q € O,(R) et R triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs tel que

A=QR.
2) Soit A = (aij)i<ij<n € Myn(R) dont on note Cy,...,C, les colonnes. Montrer que

[ det(A)] < |Chf... [[Cnl

oil || - || désigne la norme euclidienne sur R™. Etudier le cas d’égalité.
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3) En déduire, si 'on pose ||Al|c =  max la;j|, qu'il existe une constante C' > 0 indépendante de
717]—’,’]{

n telle que
|det(A)| < C|AllSnz.

Exercice 6. Soient £ une partie de R"™ et A un endomorphisme de R", tels que Vv € R, Av € £ et
v—Av € &L Que direde A et de £7

Exercice 7 (Caractérisation des normes euclidiennes). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé
réel. Montrer ’équivalence entre les propriétés suivantes :
(¢) La norme || - || est euclidienne, c’est a dire issue d’un produit scalaire.
) Pour tout (z,y) € B2, |z +yl* + [l — ylI*> = 2 (=] + [ly]]?) -
(iii) Pour tout (z,y) € E?, t +— ||z + ty||? est un polynome de degré inférieur ou égal a 2.
(iv) La restriction de || - || & tout plan P inclus dans E est euclidienne.
)

(v) Pour tout z € E, H(z) = {y € E, |z +y[* = [lz]* + |ly[*} est un ensemble stable par homo-
téthie.

Exercice 8 (Polynomes d’Hermite). On pose pour x € Ret n € N,
2 dn 2
Ha(w) = (—1)"e” (e @ )
1) Montrer que H,, est une fonction polynomiale de degré n.
2) Montrer que si n € N,
HTL-I—Q = QXHn+1 - 2(’)’], + I)Hn
3) Montrer que sin € N,
H) —2XH) + 2nH, = 0.

z2

4) On pose q,(x) = Hy(z)e” 2 pour z € R. Montrer que
@'+ (@2n+1—2%)q, =0.

5) Calculer pour m,n € N

/ dm (t)Qn (t)dt'
R

Exercice 9 (Matrices de Gram).
1) Soient x1,...,x, des vecteurs d’un espace préhilbertien réel E.

a) Montrer que la matrice A = ((z, z;))1<i j<n €st symétrique positive et de méme rang que
la famille (x1,...,2,). A est la matrice de Gram de la famille (z1,...,2,), on la note
G(z1,...,%n).

b) On suppose (x1,...,zy) libre et on pose F' = Vect(xy,...,z,). Soit x € E, montrer que

det G(z,z1,...,2y)
F 2 — ) ) ) )
d(z, F) det G(x1,...,x,)

¢) On suppose de plus F orienté. Montrer que
det G(x1,..., %) = [T1,...,2n]

2) Soit M = (m4j)1<i,j<n € Mn(R) une matrice symétrique positive. Montrer que M est la matrice
de Gram d’une famille (vy,...,vy).
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Exercice 10. Soit E un espace euclidien de dimension n. Soient (z1,...,xp), (y1, ..., yp) deux familles
de p vecteurs de E. Montrer que G(x1,...,zp) = G(y1,...,Yp) si et seulement si il existe f € O(F)
tel que yx = f(zx) pour tout k € [1,p].

Exercice 11. Soit m > 2. On considére R™ muni de son produit scalaire canonique et A € R. Pour
quelles valeurs de n existe-t-il (x1,...,z,,) une famille de vecteurs de R™ tel que les z; soient unitaires
et (x;,x;) = A pour tout i # j 7

Exercice 12. Soit F un espace euclidien.

1) Montrer que u € O(E) peut s’écrire comme produit d’au plus r reflexions ou r = rg(u — Idg).
En déduire que les refléxions engendrent O(E).

2) Montrer que les retournements engendrent SO(E) lorsque dim E = 3.

Exercice 13. Déterminer les applications f : R" — M, (R) telles que pour tout X € R", pour tout
O € O,(R),
f(OX) = Of(X)'0.

Exercice 14. Soit n > 2. Soit £ un endomorphisme de S, (R). On suppose que pour tout O € O, (R),
pour tout S € S, (R),
L(0S'0) = 0L(S)'O.

Montrer qu'il existe (A, 1) € R? tel que pour tout S € S, (R),

L(S) = uS + ATx(S) L.

Exercice 15. Soit V un sous-espace de dimension finie de C(]0,1],R). On suppose que pour tout
f eV, Juel0,1] tel que f(u) > 0. Montrer qu'il existe un polyndme réel, strictement positif sur [0, 1]
tel que pour tout f € V,

1
/'ﬂ@P@mxza
0

Exercice 16. On munit R™ du produit scalaire canonique. Soient (eq,...,e,) une base orthonormée
et (f1,..., fn) une famille de vecteurs tels que |lex — fi|| < % Montrer que (f1,..., fn) est une base.

Le résultat subsiste-t-il si 'on suppose I'inégalité large ?
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Chapitre 7

Endomorphismes symétriques

)
I 1<ij<n

Exercice 1. Montrer que la matrice H,, = ( est symétrique définie positive.

Exercice 2. Soit E un espace euclidien de norme euclidienne associée || - ||. On note || - || la norme
triple subordonnée a || - ||. On note B = {u € L(E), |u| < 1}. Montrer que les points extrémaux de
B sont exactement les éléments de O(E).

Exercice 3. Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe P € O,(R) telle que 'PAP ait tous ses termes
diagonaux égaux.

Exercice 4 (Décomposition de Choleski - Décomposition QR).

1) Soit A = (ai;) € S T(R). Montrer qu’il existe une unique matrice P triangulaire supérieure a
coefficients diagonaux strictement positifs telle que A = PP,

2) Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe un unique couple (@, R) ou @ € O,(R) et R triangulaire
supérieure & coefficients diagonaux strictements positifs tel que A = QR.

Exercice 5 (Décomposition en valeurs singuliéres). Soit A € M, (R).
1) Montrer que ‘AA € S;F(R).

2) Montrer qu’il existe U,V € O,(R) et D une matrice diagonale & coefficients positifs tels que
A=UDV.

3) En déduire la décomposition polaire.
4) Réciproquement, déduire de la décomposition polaire la décomposition en valeurs singuliéres.

5) Montrer que A est somme d’au plus n matrices de rang 1.

Exercice 6 (Dilatation isométrique d’une contraction). Soit E un espace euclidien de dimen-
sion 2n. Soit F' un sous-espace de dimension n. Soient enfin u € L(F') et p la projection orthogonale
de E sur F'. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout z € F, |lu(z)]| < ||z
11) 1l existe v € O(FE) tel que u = p o v|p.
(i) |
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Exercice 7 (Inégalité d’Hadamard).
1) Soit A = (ai;)i<ij<n € S (R). Montrer que

n
det A < H Qg -
i=1

2) Soit E euclidien de dimension n. Soit f € STT(FE). On désigne par A1, ..., A, les valeurs propres
de f et on note A ’ensemble des bases orthonormées de E. Montrer que

H)\i = (617._%2fL)eAH<f(€i), €;)-

i=1 i=1

Exercice 8. Soit A € S,(R). Montrer que A est positive si et seulement si pour tout B € S;F(R),
Tr(AB) > 0.

Exercice 9. Soit (A, B) € (A,(R))2. Montrer que Tr((AB — BA)*) > 0. Que dire du cas d’égalité?
Exercice 10. Montrer que l'application ® : A € S,,(R) — max Sp(A) est convexe.

Exercice 11. Soient E un espace euclidien et p, ¢ deux projecteurs orthogonaux de E. Montrer que
pq est diagonalisable et que son spectre est inclus dans [0, 1].

Exercice 12. Soient A € ST (R) et a > 0. On note S = {M € ST (R), det M > a}. Montrer que

inf Tr(AS) = n (adet A)Y/".
Ses

Exercice 13 (Inégalité de Kantorovich). Soit A € S T(R). On note Amin (resp. Amax) la plus
petite (resp. plus grande) valeur propre de A. Montrer que si X € R",

)\max )\min

2
(tXX)Q < (tXAX)(tXA_lX) < % < /\min + \/)\max> (tXX)2.

Exercice 14. Soit A = (a;j)1<ij<n une matrice symétrique définie positive de valeurs propres
Aly ..., Ap. Montrer que si p > 0, on a

n 1/p n 1/p
(Z )\i) > (Z ai}k> lorsque p >1
k=1

n 1/p 1/p
<Z AZ) ( ai7k> lorsque p < 1.
k=1 k=1

Exercice 15. Soit E un espace euclidien. Soient f,¢g € S(E). On suppose que pour tout z € E,

(=, f(2)] < (=, g(x)).

et

3

IN

Montrer que |det f| < det g.
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Exercice 16 (Théoréme du minimaz). Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit f € S(E)

de valeurs propres A\; < ... < A,. On note (e;); une base de vecteur propres orthonormée avec
fle:) = Nies.

1) Pour tout h € [1,n], on note Ej = Vect(ey, ..., en) et F, = Vect(ep,...,e,). On note fi et fo

les endomorphismes de Ej et Fj, respectivement, induits par f. Caractériser A\, connaissant f;

et fg.
2) Soit Aj, 'ensemble des sous-espaces de dimension h de E. Montrer que

Ap = mi - i .
o= in (e @) =, e (_pin (7(0).2))

Exercice 17 (Théoréme de perturbation de Weyl). Soient A, B € §,(R) de spectres respectifs
A <...< et pu <...< pu,. Démontrer que pour tout p € [1,n],

Ap = pp| < [|A = B

ou || - || désigne la norme triple subordonnée a la norme euclidienne canonique de R™.

Exercice 18. Soient E un euclidien de dimension n et f € S(E) de valeurs propres A\; < ... < \,.
Soit G un hyperplan de E. Soient p la projection orthogonale sur G et g ’endomorphisme induit sur
G par po f.

1) Montrer que g € S(G).

2) Soient \] < ... <\ _, les valeurs propres de g. Montrer que

MEM <L SN < A

Exercice 19. Soient A1,..., A\p, f1, ..., tin—1 des réels tels que
A< pg <o < fip—1 < Ap.
Prouver 'existence d’une matrice symétrique d’ordre n de bloc supérieur gauche Diag(u1, ..., tin—1)

et de spectre {A1,..., \n}.

Exercice 20 (Théoréme de majoration de Schur).

1) Soient E un espace euclidien de dimension n, (ey, ..., e,) une base orthonormée de E, u € S(E)
et A\ < ... <\, les valeurs propres de u. On note A = (a;;)1<i j<n la matrice de u dans la
base (e1,...,ey,). Démontrer que pour p € [1,n],

)\1+...+)\p§a11+...+app.
2) Soient a,b € S(E). Montrer que
Tr(e®(b — a) — e 4 %) > 0.

Exercice 21 (Inégalités de Ky-Fan). Soient A, B € S,(R). On range leurs valeurs propres,
M(A) > ... > M(A), et \(B) > ... > \(B).

1) Montrer que
M(A+ B) < Ai(A) + X i(B).

2) Montrer plus généralement que pour tout k € [1,n],

k k
D XA+ B) <> (Mi(A) + Mi(B)).

=1
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Exercice 22. Soient A, B € S (R). Onnote 0 < \; < ... <\, (resp. 0 < py < ... < ) les valeurs
propres de A (resp. B). Montrer que

Tr(AB) <> Aipi.

=1

Exercice 23 (Un théoréme de Liapounov). Soit A € M,(R). On dit que A est stable si ses
valeurs propres sont de partie réelle strictement négative. Soit W € ST (R). Montrer que

A est stable < 3V € ST (R) telle que ‘AV + VA = —W.

Exercice 24 (Théoréme de Perron-Frobenius). Soit A = (a;j)i<ij<n une matrice symétrique
réelle & coefficients strictement positifs. On note p le rayon spectral de A. Montrer que p est valeur
propre simple de A et que le sous-espace propre associé est engendré par un vecteur colonne a coefficients
strictements positifs.

Exercice 25 (Caractérisation de Sylvester des matrices définies positives). Soit M =
(i j)1<i j<n une matrice symeétrique réelle. Montrer que

M e S:_‘—(R) s VEk e [[1,71]], Dy = det(mi7j)1§i7j§k > 0.

Exercice 26. Soit (A)g>0 une suite de matrices symétriques de taille n. Soit A € S;F (R). On suppose
que les matrices A — Ay et Agy1 — A sont toutes positives. Montrer que la suite (Ag)r>0 converge et
préciser sa limite.

Exercice 27.
1) Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique. Montrer que si X est solution de X’ = AX alors
X est bornée.

2) Soit (A, B) € (Sp(R))2. On suppose que f : t € R — ||t — e!B|| est bornée sur R ot || - ||
désigne la norme triple subordonnée & la norme euclidienne canonique sur R™. Que dire de A
et B?

3) Soit H(A) = {P € GL,(R) |t — [|[Pet* — e*4|| est bornée sur R}. Montrer que H(A) est un
sous-groupe de GL,(R).

4) Que représente H(A)?
Exercice 28 (Inégalité de Bergstrom). Soient A = (a;;)i<ij<n et B = (b;j)1<ij<n deux matrices
symétriques définies positives. On considére A1 = (a; j)2<i j<n €t B1 = (bi;)2<i j<n. Montrer que

det A N det B < det(A + B)
det Ay det By ~ det(A; + By)

Exercice 29.

1) Soient A € SFT(R) et Y € R™ Trouver le minimum de J : R” — R définie par J(X) =
IXAX -2V X.

2) Soient A, B € §;FT(R). On suppose que A — B € S, (R). Montrer que

Bl — A7l e ST (R).
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Exercice 30.

1) Soit A € M,(R). Montrer que pour x € R assez proche de 0,

= (71)77’_1 ny,..n
In(det(I, + zA)) = > (A"
n=1

2) Soient A, B € Sp(R). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) AB=0.
(i1) ¥(z,y) € R? det(zA+yB + I,) = det(zA + I,) det(yB + I,).

Exercice 31. Déterminer les composantes connexes par arcs de GL,(R) NS, (R).
Exercice 32. Déterminer les matrices de O, (R) a coefficients positifs.

Exercice 33. Montrer que les endomorphismes d’algébre de M,,(R) qui commutent avec la trans-
position sont les applications de la forme M — OMO~! ot O € O,(R).

Exercice 34. Soit G un sous-groupe de SL,(R). on suppose G compact et SO, (R) C G. Déterminer
G.

Exercice 35. Soit G un sous-groupe de SL,(R). On suppose SO, (R) & G C SL,(R). Montrer que
G = SL,(R).

Exercice 36.
1) Montrer que S;7*(R) est un ouvert de S, (R)
2) Soit A € S+ (R). Montrer qu’il existe un unique B € S;F+(R) tel que A = B2,
3) Montrer que f: A € S;FH(R) — A? est de classe C* et que pour tout A € STH(R), df (A) est
injective.
4) Montrer que A € §;F(R) — v/ A est de classe C*°.

Exercice 37.

a) Un endomorphisme diagonalisable d’un espace euclidien F est-il diagonalisable en base ortho-
normeée ?

b) Méme question pour un endomorphisme trigonalisable.
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Chapitre 8

Topologie matricielle

Exercice 1. Soit G un sous-groupe de GL,(C) tel qu’il existe k € [0, 2[ tel que
VM € G, IM — L] < k

ot || - || est la norme triple associée a la norme hermitienne sur C". Montrer qu'il existe ¢ € N* tel que
pour tout M € G, M1 = I,.

Exercice 2. Soit || - || une norme sur C" et || - | sa norme subordonnée. Soit G' un sous-groupe de
GL,(C) tel que,
Vg e @G, llg— L] < V3.

Montrer que G = {I,,}.

Exercice 3 (Topologie des classes de similitude).
1) Déterminer les matrices A € M,,(C) dont la classe de similitude est bornée.
2) Si A e M,(C), on note S(A) sa classe de similitude.
a) Montrer que si A € GL,(C) alors S(A) C GL,(C).

b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si S(A) est une partie fermée.

3) Soit A € M,,(C). Montrer que A est nilpotente si et seulement si 0 € S(A).

Exercice 4.

1) Soit P € R[X] unitaire de degré n. Montrer que le polynéme P est scindé sur R si et seulement
si pour tout z € C, |P(z)| > |Imz|".

2) Montrer que 7, = {A € M, (R) | A trigonalisable} est une partie fermée de M, (R).

3) Déterminer I'adhérence de I'ensemble D,, des matrices diagonalisables de M,,(R) puis 'adhé-
rence de ’ensemble A,, des matrices réelles ayant n valeurs propres distinctes.

Exercice 5 (Une preuve du théoréme de Caley-Hamilton).
1) Soient A € M,,(C) et k € N*. Montrer qu’il existe R > 0 tel que Vr > R,

1 2

Ak (reit)k(reitln — A)~lat.

:%0

2) En déduire le théoréme de Caley-Hamilton.
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Exercice 6. Soit A € M, (C) diagonalisable & n valeurs propres distinctes. Montrer que xa(A) = 0.
En déduire une nouvelle preuve du théoréme de Caley-Hamilton sur M,,(C).

Exercice 7. Soit A={M € M, (C)|Ip e N*, MP =1,}.
1) Déterminer 'adhérence de A.

2) Quelles sont les composantes connexes par arcs de A7

Exercice 8 (Autour des endomorphismes cycliques).
1) Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, w € L(E) et x € E. On définit
I ={P eK[X], P(u) =0} et I, = {P € K[X]|, P(u)(z) = 0}.
a) Montrer l'existence de polyndémes unitaires non nuls g, et u, tels que

I = 1, K[X], I, = pK[X].

b) Montrer qu'il existe z € E tel que piz = fiy.-
¢) On rappelle que u € L(E) est dit cyclique sil existe x € E tel que (z,u(z),...,u" " 1(z))
soit une base de E. Montrer que

u est cyclique <y, = Xu-

2) Trouver 'adhérence et l'intérieur de I’ensemble des matrices cycliques de M, (C).
3) Montrer que 'ensemble des matrices cycliques de M,,(C) est connexe par arcs.
4) Quels sont les points de continuité de A — 4 sur M, (C)?

Exercice 9. Soit A € M,(K), ou 'on prendra sans perte de généralité K = R. On suppose A
diagonalisable, on note A1,..., A, les valeurs propres distinctes de A et nq,...,n, leurs multiplicités
respectives. On note enfin C(A) le commutant de A et K[A] = {P(4), P € K[X]}.

1) Calculer les dimensions de C(A) et K[A].

2) Etablir les équivalences suivantes :
dimC(A) =n < dimK[A]=n<r=n< C(A) =K[A4].

3) On ne suppose plus A diagonalisable. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour
que K[A] =C(A).

Exercice 10. Pour A € M, (C), on note C(A) le commutant de A. Montrer que I'ensemble des
matrices A € M, (C) telles que dimC(A) = n est dense dans M,,(C).

Exercice 11. Trouver l'adhérence et U'intérieur de V, = {M € M, (C) |rg(M) = r}.

Exercice 12 (Autour du rayon spectral). Pour A € M, (C), on note p(A4) = /\ngaa)\)\\ le rayon
€5p

spectral de A.
1) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(7) Il existe une norme || - || sur C" telle que ||A| < 1 avec | - || norme triple subordonnée a || - ||.
(17) p(A) < 1.
(i33) (A¥)p>0 converge vers 0.
2) Montrer que > A* converge si et seulement si p(A) < 1.

3) Soit N une norme quelconque sur M, (C). Montrer que

k\1/k
NAE o p(a).
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Exercice 13 (Semi-normes tnvariantes par similitude).

1) Soit n > 2 un entier. Montrer qu'il n’existe pas sur M, (R) de norme || - || invariante par
similitude au sens ou pour tout (A, P) € M, (R) x GL,(R),

IPAP~!]| = || A].

2) Montrer que A — | Tr(A)| est une semi-norme sur M, (R) invariante par similitude.

3) Déterminer toutes les semi-normes invariantes par similitude sur M, (R).

Exercice 14 (Sous-groupes a paramétre de GL,(C)). Déterminer tous les morphismes de groupe
continus de (R, +) — (GL,(C), x).

Exercice 15. Soit ¢ : U — GL,(R) un morphisme de groupes continu.
1) Montrer que pour tout z € U, det p(z) = 1.
2) Montrer que pour tout z € U, le spectre de ¢(z) est inclus dans U.
3) Achever la description de ¢.

Exercice 16. Soient A, B € M,,(R) diagonalisables. On suppose que exp(A) = exp(B). Montrer que
A=B.

Exercice 17. Montrer que 'exponentielle induit un homéomorphisme de S,,(R) — S;F+(R).

Exercice 18 (Algébre de Lie de SO,(R)). Déterminer S = {A € M, (R), Vt € R exp(tA) €
SOn(R)}

Exercice 19.

1) Montrer que l'exponentielle réalise une bijection entre les matrices nilpotentes et les matrices
unipotentes (matrices de la forme I,, + N ot N est nilpotente) de M, (C).

2) Quelle est I'image de M + exp(M) de M,,(C) dans lui méme?

Exercice 20. Soit A I’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(C). Soit N € N. Montrer que pour
tout k € N*, il existe un unique élément N; de N tel que

k
(1)

Etudier la limite de (Ng)g>o-

Exercice 21 (Image de l’exponentielle). Montrer que

exp (My(R)) = {M € My(R) | 3P € GL,(R), M = P*}.
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P
Exercice 22 (Formules de Lie). On pose pour A € M,(R), p e N*, f,(A) = (In + %) .
1) Montrer que (fp)p>1 converge uniformément sur tout compact de M,,(R) vers une limite que
I’on précisera.

2) Montrer successivement que si A, B € M, (R),

A B\\”*
lim <exp <) exp ()) = exp(A + B)
p——+00 p p

2

(e (Ao () () s (22))” =t - 5

3) Soient G un sous-groupe fermé de GL,(R) et G = {M € M, (R)|Vt € R,exp(tM) € G}. Montrer
que G est un sous-espace vectoriel de M,,(R). Par quelle autre opération G est-il stable ?

et

Exercice 23. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On note P ’ensemble des projecteurs
sur F. Déterminer les composantes connexes par arcs de P.

Exercice 24. Soit M = (m; )i<ij<n € Mp(R). On note (P) la propriété : my1,...,my, sont les
valeurs propres de M comptées avec multiplicité.
1 0 1
1) Déterminer les réels a tels que |1 2 -1 vérifie (P).
a —a —a-—2
2) Soit M € S, (R). Montrer que si M vérifie (P) alors M est diagonale.
3) Déterminer l'intérieur dans M,,(R) de {M € M, (R), M vérifie (P)}.

Exercice 25.
1) Donner une fonction f : M3(R) — R continue et non nulle telle que si M est trigonalisable
alors f(M) = 0.
2) Existe-t-il une norme sur M, (R) constante sur chaque classe de similitude ?
3) Existe-t-il une fonction continue f : S, (R) — R continue non constante telle que f soit constante
sur chaque classe d’équivalence de ~ définie par : pour tout (M, N) € S,(R),
M ~ N & 3P € O,(R) telle que M ='PNP?

4) Meéme question en remplagant O, (R) par GL,(R).

Exercice 26 (Théoréme de Browne). On munit R" d’une norme || - ||. On note || - || la norme
triple induite sur M,,(R). Soit A € M,,(R).

1) Montrer que p(A) < ||A| ou p(A) = /\érslgé)]M.

2) On suppose que ||A]| < 1. Montrer que I, + A € GL,(R). En déduire que GL,(R) est un ouvert
de M, (R).

Exercice 27. Soit n € N*. On pose ¢ : M € M,,(C) = maxi<i<n D5y [mij]-
a) Montrer que ¢ est une norme sur M, (C).
b) Montrer que pour tout (M, N) € My (C)?, o(MN) < o(M)p(N).
c) Soit A € M,,(C) diagonalisable. Montrer qu’il existe une norme sous-multiplicative N telle que
N(A) = maxycgp(a) |-
d) Soit B € M, (C). Montrer que maxyegp(p) |A| est la borne inférieur des N(B) lorsque N parcourt
Iensemble des normes sous-multiplicatives sur M, (C).
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Chapitre 9

Espaces vectoriels normés et topologie

Exercice 1 (Une généralisation du théoréme de Korovkin). Soit X un compact de R™. On
note £ = C(X,R) l'espace vectoriel des fonctions continues réelles sur X, muni de || - ||oc et Lo(E)
Pespace des endomorphismes continus de E. On dit qu’une fonction f € E est positive si f(z) > 0
pour tout z € X. On dit qu'un opérateur L € Lo (F) est positif s'il stabilise 'ensemble des fonctions
positives. Enfin, si f € E, on pose Z(f) ={x € X | f(z) = 0}.
1) Soit (o, B) € E? tel que Z(B) C Z(a). Montrer que pour tout € > 0, on peut trouver C' > 0
vérifiant,

Ve e X, a(z) <e+ CpB(x).

2) Pour f € E, on pose A(f) = {(z,y) € X?| f(z) = f(y)}. Une fonction positive v € C(X?,R) est
dite majorante pour f si Z(v) C A(f). Dans ce cas, on définit v : X — R par v(x) = (¢, z)
pour z € X. Soient f € E, v majorante pour f, (Ly)nen € (Lo(E))YN une famille d’opérateurs
positifs tels que :

(i) (Lp(1))y converge uniformément vers 1 sur X.

(13) Lp(v)(t) — 0 uniformément en ¢.
n——+00

Montrer que (L, (f)) converge uniformément vers f sur X.
3) En déduire le théoréme de Weierstrass.
4) Soit K compact convexe de R™. Soient f € C(K,R) et £ € K. On définit pourn > 1l et z € K,

1
fo(z) = / ns" f((1 — s)€ + sz)ds.
0
Montrer que (f,) converge uniformément vers f sur K.

Exercice 2 (Théorémes de relévement). Dans cet exercice, on note p : R — U, définie pour t € R
par p(t) = .
1) Démontrer que p réalise un homéomorphisme de | — 7w, 7[ sur U\ {—1}. Exhiber I’homéomor-
phisme réciproque.
Etant donnés X une partie non vide d’un espace vectoriel normé E et f : X — U, on dit que f est
relevable §'il existe une application f € C(X,R) telle que f = po f. On dit alors que f est un relévement
de f.
2) Soient g et h deux relévements de f € C(X,U). Démontrer que si X est connexe par arcs, alors
il existe un entier p € Z tel que pour tout = € X,

g(z) — h(x) = 2pm.
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3) Soit f € C(X,U). On suppose que f(X) C U\ {—1}. Montrer que f est relevable.
Soit X une partie d'un espace vectoriel normé E. Soient f,g € C(X,U). On dit que f est homotope a
g, 'l existe une application F' € C(X x [0,1],U) telle que pour tout = € X,
F(a,0) = f(x) et F(a,1) = g(a).

On suppose dans les questions 4 & 6 incluse X compact. On se propose de montrer que si f est homotope
a g, alors
f est relevable < g est relevable.
On suppose a présent f homotope a g.
4) Justifier I'existence d’un entier n > 1 tel que

1
F(ZL’,k+ >—F<x,k>‘<2.
n n

5) On pose pour un tel entier n, pour k € [0, n], et pour x € X, F(x) = F (w, %) . Démontrer que
pour tout k € [0,n — 1], Fj11/F est relevable.

Vk € [0,n — 1], Vx € X,

6) Conclure.

On suppose encore que X est une partie compacte. On ajoute 'hypothése suivante : X est étoilée par
rapport & un de ses éléments a, cela signifie que pour tout z € X, [a, 2] C X.

7) Démontrer que toute application continue f : X—U est homotope a Iapplication constante
égale & f(a).
8) En déduire que toute application continue f : X — U est relevable.

9) Montrer que si f : D — C*, ot D désigne le disque unité fermé de C, alors il existe une
application continue g : D — C telle que f = e9.

Exercice 3 (Un cas particulier du théoréme de Brouwer). On utilisera les résultats de I’exercice
précédent. On note X = D.

1) Démontrer qu'’il ne peut exister une application continue g : X — U telle que Vz € U, g(z) = z.

2) En déduire le cas particulier du théoréme de Brouwer suivant : Toute application continue
f: X — X posséde au moins un point fixe.

Indication : On raisonnera par I’absurde en considérant

h : X — U
z—f(z) .
|z = f(2)|

On montrera en particulier que h|y est relevable et homotope a Id|y.

z =

Exercice 4 (L’exponentielle complexe n’est pas un carré). IL’objectif de cet exercice est de
montrer qu’il n’existe pas d’application continue f : C — C telle que exp = f o f. On raisonne donc
par 'absurde en supposant qu'une telle application existe.

1) Montrer que f(C) C C*.
2) Montrer qu'il existe g € C(C, C) telle que

f=e
3) En déduire I'existence d’un entier p € Z tel que pour tout z € C,
(go f)(z) =z + 2imp.

4) Conclure.
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Exercice 5. On considére I'espace vectoriel normé E = C°([0, 1], R) muni de || - ||; définie par

1
VfGEHﬂthlﬂ

On fixe un entier d > 1. On note V; le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus
d sur [0, 1].
1) On considére g,h € C°([0,1],R). On suppose que l'ensemble des zéros de g, noté Z(g), est
réunion finie d’intervalles. On considére

G : R — R
t — |lg+thly "

Montrer que G est dérivable en 0 si et seulement si |, Z(9) |h| = 0. Vérifier qu’alors,
G'(0) —/ h(z)signe(g(x))dx.
[0,1\Z(g)

2) On fixe f € C°([0,1],R) et on considére

F Vd — R
P f[f =Pl

a) Montrer que cette fonction admet un minimum.
b) Montrer que si P réalise le minimum, alors f — P s’annule au moins d + 1 fois.

¢) En déduire 'unicité du point en lequel le minimum de F est atteint.
Exercice 6. Soient (n,m) € N? et f € C°([0,1],R). On note

Ry = {g | (P,Q) € R,,,[X] x R,[X], Q sans zéros sur [0, 1]} .

Montrer qu’il existe R € Ry, qui minimise |R — f]|co-

Exercice 7. On note,
Pt = {PeR[X], P =Y aX"|Vk, akZO}.
k

Déterminer P+, adhérence de PT pour la norme infinie dans °([0, 1], R).

Exercice 8 (Bases d’Auerbach). Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n > 1 muni de
la norme || - ||. Montrer qu’il existe une base de V formeée de vecteurs unitaires, dont la base duale est
elle aussi formée de vecteurs unitaires pour la norme induite par || - || sur V*.

Exercice 9 (Théoréme de prolongement de Tietze). Soient E un espace vectoriel normé et

A C FE un fermé non vide. Soit f : A — R continue telle que i%ff =1 et supf = 2. On introduit
A

g : E — R définie par g(z) = f(z) sixz € A et

inf JOT—all gy

9(x) = Ik =000

1) Calculer la borne inférieure et la borne supérieure de g sur E.

2) g est-elle continue ?
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Exercice 10. Soit D le disque unité ouvert de C. On pose f : D — R une application continue telle
que pour tout z € U, f posséde un prolongement continu f, : DU{z} — R. Montrer que f posséde un
prolongement continu a D.

Exercice 11. Soit £ = C%a,b],R) muni de la norme infinie. Soit ¢ : R — R continue. On définit
d:feE— pofc E. Etudier la continuité de ®.

Exercice 12 (Hyperplan d’appui). Soient E un espace euclidien et C' un convexe fermé non vide.
On note p la projection sur C.

1) Montrer que p est continue.

2) Soit ¢ un point de la frontiére de C. Montrer qu’il existe un hyperplan d’appui de C en ¢,
c’est & dire un hyperplan affine H de E passant par c et tel que C soit contenu dans 'un des
demi-espaces fermés délimités par H.

Exercice 13 (Théoréme de Krein-Milman). Soient E un espace euclidien et K un compact
convexe non vide de E. Un point a de K est dit extrémal lorsque K\ {a} est encore convexe. Autrement
dit, a n’est pas le milieu de deux points distincts de K.

1) Soit a € K. On suppose que a est dans un hyperplan d’appui H de K. Montrer 1’équivalence
entre les propositions suivantes :

(i) @ est un point extrémal de K.
(77) @ est un point extrémal du compact convexe K N H.

2) Montrer que K est égal a l'enveloppe convexe de ses points extrémaux.

Exercice 14 (Théoréme de Cantor-Bendizon). Soit K un fermé de R™. On dit que x € K est
un point de condensation si, pour tout voisinage V de x, V N K est non dénombrable. On note Ck
I’ensemble des points de condensation de K.

1) Donner des exemples ou Cx = ), Cx = K, Ck non vide et distinct de K.

2) Montrer que Ck est fermé. Montrer que K \ Ck est au plus dénombrable et que Ck est sans
point isolé.

Exercice 15. Soit K une partie bornée de 1’espace euclidien R™. Montrer qu’il existe une unique
boule fermée Bf(bx, k) de rayon minimal contenant K.

Exercice 16 (Fonctions dilatantes). Soit X un compact non vide d’un espace vectoriel normé FE.
Soit f: X — X une dilatation au sens ou

V(z,y) € X% [1f(2) = fW) = llz -yl

1) Soit @ € X. Montrer que a est valeur d’adhérence de la suite (up)n>0 définie par up = a et
Uny1 = f(un).
2) Montrer que f est une isométrie.

3) Montrer que f est bijective.
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Exercice 17 (Précompacité). Soient E un espace vectoriel normé et A C E non vide.
1) Montrer qu’il y a équivalence entre :
(1) Ve >0, 3In € N*, I(ai)1<i<n € A" telle que A C U B(a;,¢).
(17) De toute suite d’éléments de A, on peut extraire une suite de Cauchy.

2) Un ensemble A de E vérifiant (i) est dit précompact. Montrer que A est compact si et seuelement
si il est précompact et complet.

Exercice 18 (Propriété de Borel-Lebesgue). Soit (K,d) un compact métrique.

1) On suppose K = U;c;O; ou O; est ouvert. Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout x € K,
il existe ¢ € I tel que B(z,r) C O;.

2) En déduire :

(K,d) compact = Si K = U 0;, 3J C I finie, telle que K = U 0;.
iel jeJ

3) En déduire le théoréme de Heine.

4) Etudier la réciproque.

Exercice 19 (Un analogue discret du théoréme d’Ascoli). Soit E = (*(N,C) muni de

“+oo
luly = ful, ot u € B.
i=0
Une partie X de E est dite équisommable si,
“+o00
Ve>0,INeN, Vue X, Y |ul<e
i=N+1

Montrer que si X est une partie de F,

X compacte <& X fermée, bornée et équisommable.

Exercice 20. Soient K un compact de R? et || - || un norme sur R2. Soit € > 0. Si A est une partie
finie de K, on dit que A e-recouvre K lorsque K C UseaBy(a,€).

1) Montrer qu’il existe un entier N(g) tel que toute partie A qui e-recouvre K soit de cardinal
supérieur ou égal & N(g) et tel qu’il existe une partie A de cardinal N(g) qui e-recouvre K.

2) On note A 1’ensemble des parties de cardinal N (&) qui e-recouvrent K. Montrer que application

D:AcAw > Jz—yl

(z,y)cA?

atteint son minimum.

Exercice 21 (Adhérence de l’ensemble des polynémes simplement scindés de R,,[X]). Soient
n € N* et ,, ’ensemble des polynomes de degré n de R[X] simplement scindés sur R.

1) Montrer que €, est un ouvert de R, [X].
2) Déterminer 'adhérence de 2, dans R,[X].
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Exercice 22.

1) Quel est le nombre maximal de composantes connexes par arcs du complémentaire de la réunion
de n droites de R??

2) Pour n,d € N*, on note c¢(n,d) le nombre maximal de composantes connexes par arcs du
complémentaire de la réunion de n hyperplans de R?. Calculer ¢(n, d).

Exercice 23 (Théoréme de Sunyer y Balaguer). Soit f € C*(I,R) ou I est un intervalle non
trivial de R. On suppose que pour tout x € I,

In, € N tel que f)(2) = 0.

Montrer que f est polynomiale. On pourra utiliser le théoréme de Baire, que 'on redémontrera; ou
bien étudier la contraposée de la proposition recherchée.

Exercice 24 (Ensembles de Julia). Soit P € C[X] de degré au moins 2. Pour n > 1, on note
P, = Po...oP (nfois). On note Kp 'ensemble des nombres complexes z tels que (FP,(2))nen est

bornée.
1) Déterminer K yo.
2) Montrer que Kp est non vide.
3) Montrer que Kp est compact.
)

4) Montrer que C\ Kp est connexe par arcs.
Exercice 25. Soit E un espace vectoriel normé. Soit (uy), € EN. Montrer que Adh(uy,) est fermeé.

Exercice 26. Soient a € R" et E = {2 € C"| Y}, |z =1, > 1_; ak|zx[* = 1} . Montrer que E
est connexe par arcs.

Exercice 27.

1) Soient n,m > 1. Trouver une fonction non continue f : R™ — R™ telle que 'image par f de
tout compact est un compact.

2) Soient n,m > 1. Trouver une fonction non continue f : R” — R™ telle que I'image par f de
tout connexe par arcs est un connexe par arcs.

3) Soit f : R™ — R™ qui envoie tout compact sur un compact et tout connexe par arcs sur un
connexe par arcs. Etudier la continuité de f.

Exercice 28. Soient f € C°([0,1],R"), g € C°([0,1],R%), p > 1 et || - | une norme sur R™. Montrer

que
|43 4]

1
f

Exercice 29 (Théoréme de Carathéodery). Soit X une partie non vide de R™ et C(X) son
enveloppe convexe.

p

1) Montrer que tout point de C'(X) est barycentre a coefficients positifs d'une famille de n + 1
points de X.

2) En déduire que si X est compacte, alors C(X) est aussi.
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Exercice 30 (Mesure de compacité). Soit K un compact d’un espace vectoriel normé réel E. On
note N (K, ¢) le plus petit nombre de boules ouvertes de rayon e centrées en un point de K nécessaires
pour recouvrir K.

1) On prend E = R™ muni de la norme euclidienne et K la boule unité fermée de E. Aprés avoir
encadré finement N (K, ¢), calculer

. InN(K,e¢)
lim T ——
e—0+ In c

2) Onprend E = C%([0,1],R) muni de la norme infinie et K = {f € E|f(0) = 0 et f1-lipschitzienne}.
La compacité de K est une conséquence directe du théoréme d’Ascoli. Aprés avoir encadré fi-

nement N (K, ¢), calculer
Inln N(K,¢)

lim 1
e—0t ln z

Exercice 31. Soit f : C — C continue. Soit (zy)n> définie par zp € C et pour tout n € N,
Znt1 = f(zn).
1) On suppose que (zp)n>0 admet exactement une valeur d’adhérence . Montrer que f(a) = a.

2) Que dire si (z)n>0 admet exactement p valeurs d’adhérence ?

Exercice 32. Soient n > 2 et f: R"™ — R continue.
1) On suppose f surjective. Montrer que I’ensemble des zéros de f n’est pas compact.
2) On suppose désormais f convexe et que l'ensemble des zéros de f est un compact non vide.

Montrer que

lzl| =00

Exercice 33.
1) Déterminer les morphismes continus de (C*, x) dans (C*, x).

2) Déterminer les morphismes continus de (GL,(C), x) dans (C*, x).

Exercice 34.
1) Déterminer les morphismes continus de (U, x) dans (U, x).

2) Déterminer les morphismes continus de (U, x) dans (GL,(C)).

Exercice 35. On munit R" de son unique topologie d’espace normé. Montrer qu’une partie B de R"
est la boule unité fermée d’une norme de R” si et seulement si B est convexe, compacte, symétrique
par rapport & 'origine et d’intérieur non vide.

Exercice 36. Existe-t-il une norme N sur R? telle que les seules isométries linéaires de (R?, N) soient
id et —id ?

Exercice 37. FEnoncer le théoréme d’équivalence des normes en dimension finie. Montrer que ce
résultat tombe en défaut sur un Q-espace vectoriel de dimension > 2.
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Exercice 38 (Théoréme de Kakutani). Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie et K
un compact convexe non vide de E. Soit u € L(E) tel que u(K) C K. Pour n > 1, on considére

(Idg +...+u"1).

1
Up = —
n

1) Montrer que H = (1,51 un(K) # 0.
2) Montrer que z € H < u(x) = .
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Chapitre 10

Analyse de premiére année

Exercice 1. Soit f : R — R uniformément continue. Montrer qu’il existe des constantes o, > 0
telles que Vz € R,
|f(z)] < alz|+D.

Que penser de la réciproque 7

Exercice 2. Soit P € R[X] un polynome de degré impair et soit f € C*°(R,R) telle que V(z,n) €
R x N,
|f™) ()] < [P(x))].

Que dire de f7

Exercice 3 (Points fizes).

1) Soit I un segment de R et f : I — R une fonction continue. Montrer que si f(I) C I ou si
I C f(I), alors f admet un point fixe dans 1.

2) Soit f:[0,1] — [0, 1] une fonction croissante. Montrer que f admet un point fixe.

3) Soient f,g:[0,1] — [0, 1] deux fonctions continues vérifiant f o g = g o f. Montrer qu’il existe
x € [0,1] tel que f(x) = g(x).

Exercice 4. Déterminer les applications f : R% — R* qui tendent vers 0 en +oo et vérifient V(z,y) €
(R})?,
ff(y) =yf(x).

Exercice 5. Soit f: N* — RY croissante telle que pour tout m,n > 1, f(m)f(n) = f(mn). Montrer
qu’il existe a > 0 tel que pour tout n € N*| f(n) = n®.

Exercice 6. Existe-t-il f: R} — R remplissant les deux conditions ci-dessous ?
s — «
(1) Ya >0, f(x) et o(z%).
(i) V8 >0, (Inz)’ = o(f(x)).

T—400
Exercice 7. Soit f: R — R de classe C*°. Pour « € R, on note
ord,(f) = inf{k e N, f®(z) #£ 0} € NU {+00}.
On note Z(f) = >, cg ords(f) € NU {+0c0}. Montrer que
Z(f) =z z(f) - 1.
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Exercice 8.

1) Trouver toutes les fonctions continues f : [0, 1] — R telles que pour tout x € R,

400 n
fw) =y 10
n=1

2) Méme question avec la condition pour tout z € [0, 1],

+oo n
fy =y 10
n=1

3) Pour ¢ €]0, 1[, déterminer les fonctions continues f : [0,1] — R telles que pour tout = € [0, 1],

+00 n
flx) = cZ f(; )
n=1

Traiter le cas ¢ = 2.

Exercice 9. Existe-t-il f € C3(R,R) telle que pour tout = € R,

f(@)?f'(x)?

+ f(x)=-17?
1+ |z F(@)

Exercice 10. Trouver les applications f : N — N telles que

fHfof+fofof=3ldn

Exercice 11. Déterminer les applications continues f : R — R telles que pour tout x € R,
F (Va2 +32) = 1@)f ).

Exercice 12. Déterminer les applications continues f : R — R vérifiant f o f = Idg. En déduire une
description compléte des sous-groupes finis des homéomorphismes de R.

Exercice 13. Soit I' un sous-groupe des homéomorphismes de R dans lui méme. On suppose que
pour tout f €T, si f # 14, alors f n’a pas de points fixes. Montrer que I' est abélien.

Exercice 14 (Fonctions a variations bornées). Soit f : [a,b] — R. A toute subdivision o = (a =
rog < a1 <...<xp=0>)de [a,b], on associe la variation totale de f sur o définie par

n—1
V(f,0) =D [f(@rr) — flaw)l.
k=0

On pose aussi V2(f) = sup V(f,o) € [0,+0c] que 'on appelle variation de f sur [a,b]. Si V2(f) est
finie, on dit que f est & variations bornées sur [a, b].

1) Montrer que si f est de classe C! sur [a,b] alors f est a variations bornées sur [a,b], calculer
alors sa variation. Examiner les cas ou f est lipschitzienne ou monotone.

2) Comparer V7 (f +g) et V(f) + V7 (g).

3) Pour c €]a, b, comparer V2(f) et V.E(f) + VE(f).

4) Montrer que f est a variations bornées sur [a, b] si et seulement si f est somme de deux fonctions
monotones sur [a, b].
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Exercice 15 (Un théoréme de relévement). Soit f : R — C* continue. Montrer qu’il existe
r, 6 : R — R continues telles que f = re®.

Exercice 16. Pour n > 1, on note 7, le nombre de diviseurs positifs de n. Si x € [1,400[, on pose
F(z) = Y 1<n<e T
1) Trouver un équivalent simple de F' lorsque z tend vers +o0.
2) Affiner le résultat précédent avec un développement asymptotique en O(\/x).
3) Soit a > 0, montrer que
Tn

0.

n® n—+oo

Exercice 17 (Lemme de Croft). Soit f: RT — R telle que YV > 0, f(nx) — 0 lorsque n tend
vers +o0.

1) Montrer que si f est uniformément continue, alors lim, f = 0.

2) Donner un exemple de fonction f vérifiant la condition de I’énoncé mais qui ne tend pas vers 0
en +o0.

3) Le resultat persiste-t-il si Pon suppose simplement f continue?

Exercice 18 (Un théoréme de Whitney). Démontrer que tout fermé de R est ’ensemble des zéros
d’une fonction de C* (R, R).

Exercice 19. Soit f € C([0,1],R deux fois dérivable sur ]0,1[ avec f(0) = f/(0) = f'(1) = 0 et
f(1) = 1. Montrer qu’il existe x €]0, 1] tel que

|"(@)] = 4.

Exercice 20. Soit f : [0,1] — R une fonction continue.

/ f<w>dx1...dxn . f<1>.
[0,1]" n n—+00 2

2) Etudier de méme la convergence de la suite de terme général

/[0,1}" f <($1 e xn)l/n) doy .. dz,,.

1) Montrer que

" (1—z)™
n!

Exercice 21 (Irrationalité de ¢, de 72). On pose pour n €N, f, 1z € R+

1) Montrer que pour tout k € N, f,(lk)(O) € 7.
2) Soit p € N*. En considérant fol p?HlePt f, (x)dx, montrer que e est irrationnel.

3) Par une méthode similaire, montrer que 72 est irrationnel.
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Exercice 22 (Inégalités de Kolmogorov).

1) Soit f € C*(R,C). On suppose que f et f” sont bornées sur R et on pose My = sup|f(z)],
z€eR
My = sup|f”(x)]. Montrer que
z€eR

M1 = sup|f/(:c)] S 2MOM2.
zeR

2) Soit f € C*(R,C). Pour k € [0,n], on pose M = sup|f*)(z)|. On suppose que My et M, sont
r€R
finis. Montrer que pour tout k € [0,n], M}, est fini et

k(n—k) 1—k

k
My <2 % M, "M;.

Exercice 23 (Fonctions mid-convezes). Soit f: 1 — R ou I est un intervalle de R une fonction
continue telle que pour tout (z,y) € R?,

() < S,

2 2

1) Montrer que f est convexe.

2) On ne suppose plus f continue mais on suppose désormais f bornée sur I ouvert. Montrer que
f est convexe.

Exercice 24 (Théoréme de Darboux). Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R une fonction
dérivable. Montrer que f/(I) est un intervalle.

Exercice 25 (Théoréme de Glaeser). Soit f:R — R de classe C2, positive sur R.

1) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que \/f soit dérivable sur R.
2) On suppose que f(0) = f/(0) = f"(0) = 0. Soient a > 0 et M () = sup |f”(t)|. En utilisant

te|—2a,2a
une formule de Taylor, montrer que pour tout = € [—a, a,

f2(x) < 2f (x) M ().

3) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que /f soit de classe C! sur R.

Exercice 26. Soient f1,..., f, n fonctions convexes sur [0, 1]. On suppose que h = sup(fi,..., fn) >
0. Montrer qu’il existe (aq,...,a,) € (RT)™ tel que

arfi+...+anfn>0.
Exercice 27. Déterminer un équivalent de u,, = (HZ:l k:k)l/n lorsque n — +00.

Exercice 28. On considére la suite définie par récurrence par zo > 0 et z,41 = o, + In(n + 22).
Déterminer un équivalent puis un développement asymptotique & deux termes de x,,.

Exercice 29. Déterminer
2r N
A= neN,/ Hcos(k::r)dx;é() )
0 k=0
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Exercice 30 (Inversion de Md&bius). Soit f : [1,+oo[— R continue par morceaux. On lui associe

Fla) = S50, £ (2).

la fonction f : [1,+00[— R définie pour z > 1 par f(z

1) Montrer que pour = > 1,
=]

@) =Y umi (%)

n=1
oll v désigne la fonction de Mdbius.
2) On suppose qu’il existe A, B,C € R et 8 €]0, 1] tels que

o~

f(z) = Az(nz)®+Bzlnz+Cz+0O <xﬂ) .

T—r-+00

Montrer que
f(z) = 2Azlnz+ O (z).

r—r-+00
Exercice 31. Soit P,(X) =3}, Xk—,k
1) Montrer que P, admet au plus une racine réelle.
2) Soit a, I'unique zéro de Pa,y1. Etudier la limite de (an)n>0-

3) Déterminer un équivalent de a,, lorsque n — +o0.

Exercice 32 (Dérivation d’équivalent). Soit f : R — R continue et croissante. On pose pour
zeR, F(z)= [ f-
1) On suppose qu’il existe a > 0 tel que

F@) oo
Montrer que f(x) ety oL
2) On suppose que )
Fla) = 5 +ol)
Montrer que f(x) s S TTo (V).

Exercice 33. Déterminer un équivalent lorsque n — 400 de

+oo

oS [z

k=1

Exercice 34. Calculer
+oo

. Ink
Z(—l)k 17'

k=1
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Exercice 35. Soit (u,)nen une suite de réels strictement positifs. Pour n € N, on pose

n

—+00
S, = Z ug, et (lorsque cela a un sens) R,, = Z U.
k=0 k=n

1) On suppose que Y u, diverge. Montrer que

Up
— converge < o > 1.
25

2) On suppose que Y u, converge. Montrer que

Un,
Z —— converge & a < 1.
Ry

Exercice 36. Soit (a,)nen une suite de réels strictement positifs qui décroit vers 0. Déterminer la

nature de ) “—ntl,
n

Exercice 37. Soit o > 0. Pour n > 1, on pose

n

Uy = %ka

k=1

Déterminer 1’ensemble des valeurs d’adhérence de (uy)nen-

1

nuyn

1) Montrer que (up)n>1 converge si et seulement si a > 1. Dans ce cas, on note £ sa limite.

Exercice 38. Soit (up)p>1 définie par u; > 0, et pour tout n > 1, up41 = up +

2) Pour o > 1, déterminer un équivalent de u,, — ¢ en +o0.

3) Pour « €]0, 1], déterminer un équivalent de w,, en +oo.
Exercice 39. Caracteériser les suites positives (A, )nen telles que pour toute suite (uy)nen € (R*)N,
Zun converge = Z Anlly, converge.
Exercice 40 (Critére de Raabe-Duhamel). Soit (u,)nen € (R )N. On suppose qu'il existe o € R

tel que
1
Unil 1—a+0().
Up n—+00 n n

Etudier selon les valeurs de « la nature de _ u,,.
Soient a,b > 0 et (uy)nen € (R%)N tels que pour tout n > 0,

Up+1 N+ a
Up n+b

Lorsque ) u, converge, calculer sa somme.

Exercice 41. Soit (2,)nen € CN telle que pour tout i # 4, |2; — zj| > 1. Montrer que > Z% converge.
A t-on toujours convergence de > ﬁ ?
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Exercice 42. Soit o une permutation de N*.
1) Quelle est la nature de > % ?

a(n)
n2lnn’

2) Méme question pour »

3) Méme question pour % oum > 3.

Exercice 43 (Inégalité de Hardy). FEtablir I'existence d’une constante K > 0 telle que pour toute
suite (an)n>1 de réels strictement positifs avec ) i convergente, on ait

+oo n 400 1

g — <K —.
al + ...+ [79) an

n=1 n=1

On pourra commencer par établir pour n > 1,

no.2
e ST e ar
a1+ ...+ a, ~ n(n+1)>2 ag
Quelle est la plus petite valeur possible pour K 7

Exercice 44 (Inégalité de Carleman). Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout suite série convergente a termes positifs > a,, on ait

+o0 oo
Z(al .. .an)l/" < C’Zan.
n=1 n=1

Quelle est la plus petite valeur possible pour C'7

Exercice 45. Déterminer les applications f : R — R telles que pour toute série > a, convergente
on ait Y f(ay) convergente.

Exercice 46. Pour tout n € N*, on pose f(n) = nxIn(n) xIn(In(n)) x...xIn®)(n) on In® désigne
>

le logarithme itéré k fois et ou k,, est le plus grand entier naturel k tel que In* (n) > 1. Quelle est la

nature de la série > | ﬁ ?

Exercice 47 (Critére de condensation de Cauchy). Soit (un)neny € RY décroissante et de limite
nulle.

1) Soit p > 2 un entier. Montrer que
Z u, converge <= Z p"upn converge.

2) Montrer que si Y- u,, diverge, alors Y min (u, <) aussi.
3) Montrer que > pin converge ol p, désigne le n-éme entier naturel non nul dont I’écriture décimale
ne comporte pas de 9.

Exercice 48 (Théoréme de Riemann). Soit ) a, une série réelle semi-convergente. Soit a € R.
Montrer qu’il existe une permutation o de N telle que > Ag(n) SOit convergente de somme a.

Exercice 49. Soient (ay)nen € (R%)N et (bn)nen € RY. On suppose que b, = 1+ O (=) et que la

. Inn
série 3 a, converge. Etudier la nature de > al».
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Exercice 50. Soit Y a, une série complexe absolument convergente. On suppose que pour tout

k € N*,
—+00
Z afL =0.
n=0
Montrer que la suite (a,)nen est nulle.

Exercice 51. Soit P 'ensemble des nombres premiers. Montrer que

1
Z — diverge.
p

Exercice 52. Pour n > 2, on note g, le plus grand diviseur premier de n. Etudier la nature de
1
ngn

Exercice 53. Soient n € N* et (21,...,2,) € C". Montrer qu'’il existe une partie finie I C [1,n],

telle que
1 n
E i Z T k§_1|zk|

el

On introduira pour 6 € R,
T

5(9) = {_] S [[1,71]], 0 — g < arg(zj) <0+ 5}

ainsi que f: 0 € R — ‘Zjes(a) zj) . On minorera f et on intégrera sur [0, 27].

Exercice 54. Soient n € N* et 21,...,2, € C*. On note pour k € [1,n], zx = pre'®. Notons enfin
I, = F([1,n],{-1,1}).
1) Montrer que

n

Z 6(/{7)Zk
k=1

max
ecl,

n
= sup Y _ pi| cos(6 — 6)|.
IO

2) Montrer que

n

Z |zi| < gmax

e€l
k=1 "

n

Za(k)zk .

3) Montrer que la constante 7 est optimale.

Exercice 55 (Suites de Rudin-Shapiro). Pour n > 1, on note

n—1
ap = inf max x|, z€Up .
(Eo,--~7€n1)€{171}n{ { kZ:O ' }}

1) Montrer que ay, > \/n.
On définit deux suites de polynomes, (P,)n>0 €t (Qn)n>0 en posant Py = Qo = 1 et pour n > 0,
Poy1 =Py +X?"Qn et Qni1 = Py — X?" Q.
2) Montrer que P, et @, sont de degré 2" — 1. Montrer que P, = Zin:_ol . X* ot les 1, ne
dépendent pas de n et sont dans {—1,1}.

3) Calculer max{|P,(z)|, z € U}.
4) Montrer que oy, = O (V/n).
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Exercice 56. Soient z1,...,2, € Cet M =sup{|>_}_, exzkl| , (€1,...,en) € {£1}"}. Montrer que
n
>zl < 2M.
k=1

Exercice 57. Soit (A,)n>0 € (RT)N croissante telle que A,
t>0,

—  4o00. On suppose que pour tout
n—-4o00

+o00
S(t) = Z e Ml < oo
n=0

et qu'il existe a, A > 0 tels que lim t*S(t) = A.

t—0t

1) Soit f: Rt — R continue. On suppose qu’il existe b > 0 tel que e®®f(t) — 0. Montrer que

t——+o0

~+00 0o
lim ¢* Zf()\nt) = A /+ s f(s)ds.
n=0 0

t—0t F(a)

2) En déduire un équivalent lorsque A — +o0 de

NO) = [{n €N, A, < A}

Exercice 58. Soit f € CO(R,R) telle que pour tout = € R,

flx+h)=2f(x)+ f(x—h) — +0.

h—+00
Montrer que f est affine.
Exercice 59. Soient a € R et, pour n > 0, u,, = n(an! — [an!|). Montrer que (uy)n>0 converge si et
seulement si a € Ne 4+ Q.
Exercice 60. Soient a,b € R avec a < bet f: [a,b] — R de classe C2. Montrer que

b—a
2

2
!
< +
[ f'loe < b—aHfHOO

15" oo

Exercice 61. Soient a € R et (z,)n,>1 la suite réelle telle que x1 = 1 et pour tout n > 1,

a

Tptl = Tp + ———— .
il " (1’1 o l’n)l/n

1) Déterminer la limite de (x,,)n>1.

Tn

2) Déterminer la limite de la suite de terme général 2.

Exercice 62 (Une réciproque au théoréme de Heine). FEnoncer et démontrer le théoréme de
Heine. Réciproquement, quels sont les sous-ensembles H C R tels que toute fonction continue f : H —
R soit uniformément continue ?

Exercice 63. Soit f : R — R une fonction. On suppose que pour tout a € R, la fonction g, : ¢ —

f(x 4+ a) — f(x) est polynomiale. Montrer que les polynémes g, ot o € R* ont méme degré ou qu’ils
sont constants.
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Exercice 64 (Un théoréme de Benjamini et Shamov). Soit f :7Z — Z une bijection lipschit-
zienne et de réciproque lipschitzienne. Montrer que l'une des deux applications x — f(x) — x ou
x +— f(x) 4+ z est bornée.

Exercice 65. Déterminer les applications f € C°(R,R) telles que, pour tout = € R, fol Wdt
converge.

Exercice 66. On note H le groupe des homéomorphismes de [0, 1] sur lui-méme. Soit (f, g) € H2. On
suppose que les seuls points fixes de f et g sont 0 et 1. Montrer qu’il existe h € H tel que foh = hog.

Exercice 67. Soit f: R — R continue & gauche en tout point. Montrer que I’ensemble des points de
continuité de f est dense dans R.

Exercice 68. Soit (a,)n>1 une suite réelle vérifiant pour tout (i, ) € (N*)?, a;1; < a; + a;. Montrer

que pour tout n > 1,
n

angz%.

Exercice 69. Existe-t-il une suite réelle (a,)n>0 bornée et divergente telle que pour tout n > 1,

1
|2an — Qn+1 — an71| < 72?
n

Exercice 70. Soit f € CO(R*,RY) telle que f(x) — 0. Existe-t-il g : Rt — R* convexe telle que

T—+00

g2 fetgla) —— 07
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Chapitre 11

Intégration

Exercice 1 (Méthode de Laplace (1)). Soit f:]0,1] — R une fonction de classe C*°. On suppose
qu’une des dérivées de f est non nulle en 0. Pour A > 0, on définit

1
I(\) = / (1 — ) f(t)dt.
0
Déterminer un équivalent de I en 4o0.

Exercice 2 (Méthode de Laplace (2)).

1) Soient ® :]a, b[— R une fonction de classe C2, croissante, et h : [a,b[— R continue (—oco < a <
b << +00). Soit & €]a, b tel que h(£) # 0 et ®'(£) # 0. Soit (o, 3) € R2. On pose pour n
suffisament grand,

Eralnny 8
I, = / h(t)e"®®dt.

Déterminer un équivalent de I,, en +o0.

2) Soit P, = Y 1, Xk—,k Pour n impair, on note —x, 'unique racine réelle de P,. Trouver un
développement asymptotique de x,, sous la forme

zn=¢én+alnn+ 5+ o(1).

Exercice 3. Soit f € C°([0,1],R%). Pour a > 0, on pose

= (1)

Déterminer les limites de I en 01 et en +oo.

1/«

Exercice 4. Pour x > 1, on pose

1) Montrer que f est bien définie et étudier sa continuite.

2) Déterminer un équivalent de f en +oo.
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Exercice 5 (Formule des résidus). Soient P,Q € C[X] avec deg P < deg @ — 2. On suppose que
Q@ ne s’annule pas sur R. Montrer que

+OO@ =T a)p(o
[ gt i L sele)

ou Q est 'ensemble des poles de F' = g, e(a) est le signe de la partie imaginaire de « et u(«a) le

coeflicient de %—a dans la décomposition en éléments simples de F'. En déduire

—+o00 t2
[
1+t

Exercice 6. Soient I un intervalle de R, f, f, : I — R des fonctions continues par morceaux et
intégrables sur I. On suppose que (fn)nen converge simplement vers f sur I.

1) On suppose que pour tout n > 0, f, > 0. Montrer que

[ttt sy [5 o [ 1

2) Donner un contre-exemple si 'on ne suppose plus les f,, positives.

3) Montrer que
Jit=1l 0= [18l = 151

Exercice 7 (Inégalité de Weyl). Soit f: Rt — R de classe C'. On suppose que f’ et x — zf(x)
sont de carré intégrable sur RT. Montrer que

/;OO A< 2\//0%(> tzfz(t)dt\//0+oo f2(t)dt.

Exercice 8 (Inégalités de Holder et Minkowski). Soient p,q > 1 tels que % + é =1.

1) Soient a,b >0 et p > 0. Montrer que

2) Soit I un intervalle de R. Soient f,g: I — R continues par morceaux telles que fP et g9 soient
intégrables sur I. Montrer que fg est intégrable sur I avec

Jows () ()™

3) Soient f,g: I — R* continues par morceaux telles que fP et gP soient intégrables sur I. Montrer
que (f + g)P est intégrable sur I avec

(Jurear) "< () (o)™
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Exercice 9 (Inégalité de Kolmogorov). Soit f: —R de classe C? avec f et f” de carré intégrable
sur R.

1) Montrer que f’ est de carré intégrable.

() = (L) (L),

3) Montrer que f est uniformément continue sur R et de limites nulles en +oo.

2) Montrer que

Exercice 10 (Inégalité de Hardy). Soit f :[0,1] — R continue. On définit pour x €]0,1] F(x) =
%foﬂf f- On pose aussi F'(0) = f(0).

1) Montrer que F est continue sur [0, 1].

2) Montrer que

1 1
/F2§4/ 12
0 0

3) Montrer plus généralement que si p > 2,

1 1/p 1 1/p
p
(L) <2 ()

Exercice 11 (Inégalité de Van der Corput). Montrer qu'il existe une suite (cx)g>1 de réels
positifs vérifiant,

(i) Ya < b, Yo € C?([a,b],R) vérifiant |¢’| > 1 et ¢’ monotone, YA > 0,

b
/ M) g

(i1) Va < b, Yk € N*, k > 2, Yo € C**1([a, b], R) vérifiant |o*)| > 1, VA > 0,

C
<L
)

Exercice 12 (Inégalité de Hilbert). Soient f,g :]0,+o0o[— R continues par morceaux.

1) On suppose f, g de carré intégrable sur R* . Montrer que

[ [ e[ [

Montrer que 7 est une constante optimale.

2) Plus généralement, si p,q > 1 veérifient % + % =1 avec fP et g7 intégrables, montrer que

[ s () ()"

On pourra utiliser I'inégalité de Holder et le résultat suivant : si (x,y) €]0,1[2, et si B(x,y) =
fol t*(1 — t)¥dt, alors

B(‘T’y) =
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Exercice 13. Soit f € C°(R*,R) de carré¢ intégrable. Soit g : € RT — f(z) — 2e™" [ e’ f(t)dt.
Montrer que g est de carré intégrable et que

/ =1 r
R+ R+

Exercice 14 (Fonction mazimale de Littlewood). Soit f € C°(R,R") bornée. Pour z € R et
t > 0, on définit

1 x+t
my(x,t) = % /t f(u)du et My(x) =supmy(z,t).

>0
Vérifier que f(z) < My(z) < || f]loo-
On suppose f uniformément continue. Montrer que My est continue.
Montrer que My est continue.
On suppose qu’il existe A € R tel que My = Af. Montrer que f est constante.
Mont — My — 0.
on rerqueinOO(:) inOO

On suppose f intégrable sur R et lim zf(xz) = 0. Montrer que

T—-+00

1
xll)Illoofo(:L‘) = 2/Rf(u)du.

7) On suppose f T-périodique ot 7" > 0. On définit une suite de fonction (fy,)n>0 par fo = f et si
n >0, foy1 = My,. Etudier la convergence de (fr)n>o0-

Exercice 15.
1) Soit f € C%([0,1],R). Déterminer

lim (Hlf(k)).
n—+oo n n
k=1

2) Soient (n;);en une suite d’entiers pairs et (u;);en une suite d’entiers. On suppose que ces deux
suites tendent vers +o0o et que pour tout 4, u; < n;. On suppose enfin que

1y
Al A>0
—_— > 0.
/i 1—=+0o0

Déterminer un équivalent de (Zz) lorsque ¢ — +00.

Exercice 16 (Suites équiréparties (1)). Soit (up)nen+ € [0,1]N. Pour 0 < a < b < 1, on pose
Sn(a,b) = {k € [1,n] | uk € [a,b]}|.
On dit que la suite (up)nen+ est équirépartie si pour tout [a,b] C [0,1] avec a < b,

Sy (a,b)

n n—-+oo

b—a.

1) Montrer que si (u,)n>1 est équirépartie alors (uy)n,>1 est une suite dense de [0, 1]. Que dire de
la réciproque ?
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2) Pour n > 1, on pose

Sn(a,b
D, = sup M—(b—a) , et D} = sup
0<a<b<1 n 0<a<1
Montrer que D} < D, <2D;.

3) Montrer que la suite (uy)n>1 est équirépartie si et seulement si

D, — 0.

n—-+00

Sn(0, a)

n

— .

Exercice 17 (Suites équiréparties (2)). Soit (un)nen+ € [0,1]Y . Pour 0 < a < b < 1, on pose
Xn(a,b) = {k € [1,n] | ux € [a,b]}|.
Prouver 1’équivalence entre les propositions suivantes :

(2) w — b —a pour tout (a,b) € [0,1]%.

n—-+o0o

(ii) Yf € C°([0,1],R), on a

n

1 1
lim — = .
Rlm > f(ug) /0 f
k=1
(i) Vp € N*,

1 n
lim — Z e2miPuE — (),
k=1

n—+oon

Exercice 18. Soit H le demi-plan des nombres complexes de partie réelle strictement positive. On

pose pour z € H,
+0o0
I'(z2) :/ t*~le~tdt.
0

On suppose qu'il existe z € H tel que I'(z) = 0.
1) Montrer que pour tout P € C[X],

1 1 z—1
/ <ln ()) P(u)du = 0.
0 u
Exercice 19. Soit f :[—1,1] — R continue. Pour k € N, on pose [, = f_ll f(H)tFdt et pour n > 3,

on pose 1
t
e [ 20,
1 t+Inn
1) Montrer que a, = E+°O (=D*1

k=0 (In n)k+1-

2) Que peut-on en conclure ?

2) On suppose qu’il existe p > 0 tel que Iy = ... = I, = 0 et I, # 0. Trouver un équivalent de
.-

3) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que > a, converge.

Exercice 20. Etablir Iexistence d’une constante K > 0 telle que pour tout f € CH(RT,R) avec
f(0) =0 et f"? intégrable sur RT, on ait :

/Om <fit)>2dt < K/Oﬂo f2(t)dt.

Quelle est la plus petite valeur possible pour K 7
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Chapitre 12

Suites et séries de fonctions

Exercice 1 (Théoréme de Korovkin). Soit E = C°([0,1],R) muni de la norme infinie. Pour
u € L(F), on dit que u est un opérateur positif (et on note v > 0) si pour tout f € E,

f=0=u(f) >0.

1) Soit u € L(FE). On suppose u positif, montrer que u est continu.

2) Soit f € E. On fixe € > 0. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
V(z,y) € [0,1% |f(2) = f(y)| <&+ Cla —y)*.

3) Pour k € N et x € [0,1] on pose ex(z) = z%. On a e € E. Soit (un)n>0 € L(E)Y une suite
d’opérateurs positifs. On suppose que pour k = 0, 1,2, (up(ex))n converge uniformément vers
ey sur [0, 1]. Montrer que pour tout f € E, (un(f))n converge uniformément vers f sur [0, 1].

Exercice 2. On note C l'algébre des fonctions continues et 27-périodique de R dans R.

1) Pour f dans C et § > 0, justifier 'existence de
wr(8) = sup {|f(z) = F()| | (x,y) R, |z —y| < 5}

Quelle est la limite de wy(d) lorsque § tend vers 07

2) Soit désormais (1), )nen une suite d’applications linéaires de C dans lui méme. On suppose que
pour f € C a valeurs dans RT et n € N, on a T,,(f) > 0. On suppose aussi que pour la norme
de convergence uniforme : Vf € {1,sin,cos}, T,,(f) - f. Soient 6 €]0,7/2], y dans R et

n——+0oo

gy 1 € R—=1—cos(z —y). Pour f dans C et n € N, montrer que

(S = FD] £ wrO)Tu(1) + 00 2T, )

En déduire que (T5,(f))n>0 converge uniformément vers f sur R.

Exercice 3 (Autour des polynémes de Bernstein).

1) Simplifier pour tout (z,y) € R? et pour tout n € N*,

Zk()k”k,etZk —1<)k”k
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2) On pose pour = € R et k € [0,n], r(z) = (})2*(1 — z)*. Montrer que

n

Z(k — nx)?rp(z) = nz(l — x).

k=0

3) Soit f:[0,1] — R continue. Pour n € N*, on définit

B, = ;i:o <Z>f <i> X*(1 - X)"F e R[X].

Soit € > 0. Justifier 'existence de n > 0 tel que pour tout x € [0, 1],

#(@) = Bu(o)| swgnﬂ;;.

On pourra considérer les indices k tels que |k — nz| < nn et ceux tels que |k — nx| > nn. En
déduire que (By,), converge uniformément vers f sur [0, 1].

4) Soit F' : [a,b] — R continue. Montrer que F' est limite uniforme sur [a,b] d'une suite de
polynoémes.

Exercice 4 (Itération de lopérateur de Bernstein). Pour f € C°([0,1],R), n > 1 et x € [0,1]

on note B (o) — Z": (Z)f (:) (1 — 2)"F,

k=0
Montrer que si ng > 1,
Buyo...0Bu(f) = Bi(f).

k—+4o00

k fois

Exercice 5. Quelles sont les fonctions continues de [a, b] dans R qui sont limites uniformes sur [a, b]
d’une suite de polynémes strictement croissants ?

Exercice 6.

1) Soit [a,b] un segment de R et (fy)nen une suite de fonctions c¢-lipschitziennes de [a, b] dans R
qui converge simplement vers une fonction f. Montrer que la convergence est uniforme.

2) Soit K un compact d'un espace vectoriel normé (E, || - ||) et (fn)nen une suite de fonctions
c-lipschitziennes de K dans R qui converge simplement vers f : K — R. Montrer que la
convergence est uniforme.

Exercice 7. Soit (f,)nen une suite de fonctions convexes sur [a,b] qui converge simplement vers f.
Montrer que la convergence est uniforme sur tout compact de |a, b|.

Exercice 8 (Théoréme de Chudnovsky). Soit I un segment contenu dans |0, 1.

1) Soit ¢ : & € I — 2z(1 — x). Etudier la convergence sur I de la suite de fonctions (p,) ot
on =@o...0p (n fois).

2) Soit f : I — R une fonction continue. Montrer que f est limite uniforme sur I d’une suite de
polyndémes a coefficients entiers.
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Exercice 9 (Théoréme de Walsh). Soient x1,...,xz, des points deux & deux distincts d’un segment
[a,b] et f: [a,b] — R continue. Montrer qu’il existe une suite de polynémes coincidant avec f en chaque
point xj et qui converge uniformément vers f sur [a, b|.

Exercice 10 (Théorémes de Dini). Soient a < b deux réels. Soit (fy)nen une suite de fonctions
continues qui converge simplement vers f.

1) On suppose que (fp)nen €st croissante au sens ou pour tout n > 0, fr+1 > fn. Montrer que la
convergence est uniforme.

2) Méme question en supposant cette fois-ci chaque fonction f,, croissante.
3) On consideére la suite de fonctions (p,)nen définie sur [0, 1] par pg = 0 et pour tout n > 0, pour
tout x € [0, 1],

Pnt1(7) = pa(r) + % (z — pa(2)?).

Montrer que (pp)nen converge uniformément sur [0, 1].

Exercice 11 (Théoréme d’Ascoli). Soit (fn)nen une suite d’applications continues de R dans lui
méme. Soit A C R.

1) On suppose que pour tout z € A, IM, > 0 tel que pour tout n € N,

On suppose A fini ou dénombrable. Montrer que l'on peut extraire de (f,)nen une suite qui
converge simplement sur A.

2) On ajoute 'hypothése d’équicontinuité de (fn)nen :
V6>07 Vﬂ?eR, 377>07 VyER, \x—y\ §772> |fn(x)_fn(y)| <e.

Montrer que l'on peut extraire de (fy)nen une suite qui converge simplement sur R et que la
convergence est uniforme sur tout compact.

3) Réciproquement, on suppose que la suite (f)nen converge uniformément sur tout compact.
Montrer que la suite est uniformément bornée sur tout compact et équicontinue.

Exercice 12 (Théoréme de sélection de Helly).

1) Soient E C R dénombrable et (f,)nen une suite de fonctions de E dans R vérifiant pour tout
x € E, pour tout n € N, |f,(z)| < 1. Montrer qu’il existe une sous-suite de ( f,,)nen qui converge
simplement vers une fonction f: EF — R.

2) Soit (fn)nen une suite de fonctions croissantes de R dans [—1,1]. Montrer qu’il existe une
sous-suite de fonctions de (fy,)nen qui converge simplement vers f : R — [—1,1].

Exercice 13. Soient M > 0 et (f,,)nen une suite de fonctions de classe C! sur [0, 1] et vérifiant pour
tout n € N, pour tout x € R,
[fn(@)] + [ fr(2)] < M.

Montrer qu’il existe une suite extraite de (f,)nen qui converge uniformément.

Exercice 14. Soit P € C[X] de degré d > 2. On note P" l'itérée n-iéme de P pour la composition
et gn : 2 € C+ - In(max{1,|P"(z)|}). Montrer que (gy)nen converge uniformément sur C.
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Exercice 15. Soit (f,)nen une suite de fonctions continues sur [0, 1], & valeurs réelles. On suppose
que pour tout = € [0,1], pour tout (n,m) € N2,

1
| fu () fin ()] < Sl
1) Montrer que Y f,, converge simplement sur [0, 1].
2) Montrer que sa somme est bornée.

3) La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ?

Exercice 16.

1) Déterminer les fonctions de R — R qui sont limites uniformes sur R d’une suite de polynomes
réels.

2) Trouver les fonctions f : R — R pour lesquelles il existe une suite de polynomes (P,)pen qui
converge uniformément vers f sur tout segment de R.

Exercice 17. Pour f € C*([0,1],R), on note ||f|l, = max || f?]|sc.

0<i<n

1) Soient ¢ > 0,0<a<b<1letfeccC0,1],R). Montrer qu’il existe un polynome P tel que
1P — fHoo<6 P(a) = f(a) et P(b) = f(b).

2) Soient € > 0,0 <a<b<1letfeC"|0,1],R). Montrer qu il existe un polynome P tel que

[P = flln < &, et pou tout i € [0,n], PO (a) = £O)(a) et PO(b) = FO ().

3) Soient e >0, n>0,neN, 0<a<b<1let feC>®(0,1],R). Montrer qu'il existe g de classe
C> sur [0,1] tel que f = g sur [0,1] en dehors de [a — n,b+ 7] et g polynomiale sur [a, b] avec
Hf - an <e.

4) On dit qu'une fonction est localement polynomiale en x si elle est égale & un polyndme sur
un voisinage de x. Construire une fonction de classe C* localement polynomiale sur un sous-
ensemble dense de R et qui ne soit pas polynomiale.

Exercice 18. Soit f: Rt — R de classe C' telle que f et f’ soient intégrables. Pour n > 1, 2 > 0,
on pose

+o00o
gn(z) = /0 ncost (sint)" f(wt)dt.

Etudier le mode de convergence de la suite de fonctions (g, )n>1 sur R .
Exercice 19. Soient S un segment de longueur > 0, f € C*°(R,R). On munit £ = C°(S,R) de la
norme infinie. On note V le sous-espace de E engendré par les fonctions f, : « — f(ax +b) ot a >0

et b € R. Décrire I'adhérence de Vy dans E.

Exercice 20. Déterminer les fonctions f : R — R qui sont limites uniformes de fonctions lipschit-
ziennes.
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Chapitre 13

Séries entiéres

Exercice 1 (La série entiére universelle de Mazurkiewicz-Sierpinski).

1) Soient f :[0,1] — R une fonction continue nulle en 0, m € N et ¢ > 0. Montrer qu’il existe un
polynéme P € Q[X] tel que

|f(z) —2™P(x)| <e, Vx €[0,1].

2) Soit (P,)nen une énumération des polynémes & coefficients rationnels et nuls en 0. Etablir
'existence d’une série entiére Y a,x" et d’'une extraction ¢ : N — N verifiant

1
|Po(z) — sg(n) ()] < o Vn > 1, Yz € [0,1],

oit I'on a posé s, (x) = Y 7_, arz”.
3) Soit f:]0,1] — R une fonction continue nulle en 0. Montrer qu’il existe une extraction ¢ : N —
N telle que la suite (s,(n))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
Zn

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence de > ey m—esS

sin(na)z™

Exercice 3. Calculer pour (a,z) € R? a préciser >,

Exercice 4. Dévolopper en série entiére les fonctions suivantes :
- x +— arcsin(x),

arcsin(z)
SRRV e
- — (arcsin(z))?. En déduire la valeur de
>
5

Exercice 5 . Soit A € M,,(C). Déterminer le rayon de convergence de > Tr(A")z".

Exercice 6. Soient (ay,) et (b,) deux suites de nombres complexes. On note R et R’ les rayons de

convergence respectifs de > a,z™ et Y b,a™ et sous réserve de convergence, f(z) = > %0 ana™ et

g(z) = 3228 bya™. On suppose que (by,) € (R%)N et qu'il existe I € C tel que 5 =L

1) Montrer que R > R'.
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2) On suppose que R’ =1 et > b, diverge. Montrer que

3) On suppose R’ = +oo. Montrer que
@ _,

li —
v=rtoo g (1)

4) Application : Soit p € N, déterminer

+oo
lim (1 — 2)P*! Z nPz™.
r—1—

n=0

Exercice 7. Soit o € N*, soit = € [0, 1].

L. @M
1) Montrer que la série ) 1= converge.

2) Donner un équivalent de sa somme ¢(x) = > 2227 Jorsque x — 1~. (Indication : utiliser

n=11—g"
I'exercice précédent)

Exercice 8 (Un exemple de fonction nulle part analytique). Montrer que 'application f :
R — C définie pour z € R par
I izna
fla)=3

n=0

n!

est de classe C*° sur R et que sa série de Taylor a, en tout point de R, un rayon de convergence nul.

Exercice 9 (Etude d’un prolongement). Soit a > 0. On note f la somme de la série entiére > rZTZ
1) Quel est le domaine de définition de f 7
2) Montrer que si |z] < 1,

z “+00 ta_l
= —dt.
/() I'(«) /0 et —z
3) En déduire un prolongement continu de f a C\ [1, +o0].

Exercice 10. Soient aq,...,ar € N* premiers entre eux dans leur ensemble. Pour n > 1, on note u,
le nombre de k-uplets (z1,...,2) € NF tels que a1x1 + ... + agzp = n. Déterminer un équivalent de
Up €N +00.

Exercice 11.
1) Soit (P, Q) € C[X]? avec Q(0) # 0. On pose F = g. Pour tout z € C tel que Q(z) # 0, on
pose f(z) = Sgg Montrer que f est développable en série entiére sur un voisinage de 0 et que

les coeflicients de ce développement vérifient une relation de récurrence linéaire a coeflicients
constants. Préciser le rayon de convergence.

2) Réciproquement, si la suite (uy,),, vérifie une relation de récurrence linéaire a coefficients constants,
montrer que la série entiére » | u, 2" a un rayon de convergence R > 0 et qu’il existe P, Q € C[X]
avec Q(0) # 0 tels que

~ . P
20“ " Q)



Exercice 12 (Théoréme d’Abel-Dirichlet).

1) Soit > anz™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 fini. On suppose que > a,R"
converge. Montrer que la convergence de la série > ap2z™ est uniforme sur [0, R] et que

—+00 “+00
E a,R" = lim E anx™.
r— R~
n=0 n=0

2) Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence égal a 1. Soit D = {z € C, |z] < 1}.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La série converge uniformément sur D.
(74) La série converge uniformément sur D.

(797) La série converge uniformément sur U.

Exercice 13 (Le logarithme complexze). Pour z € C\ R™, on note O(z) l'unique argument dans
| = m,7[ de z. On pose aussi log z = In |z| + O(z).

1) Déterminer lorsque cela a un sens log e et el%82,

2) Montrer que si |z| < 1, alors

S~ D
log(1+2) = Z Tz".
n=1

3) En déduire pour z convenable Y Cosglm) et > Singlm).

Exercice 14 (Un théoréme de Liouville). Soit ) a,z" une série entiére dont le rayon de conver-
gence est infini. On note f sa somme.

1) On suppose f bornée sur C, montrer que f est constante.

2) On suppose qu’il existe un polynéme P a coefficients positifs tel que pour tout z € C, |f(2)] <
P(]z|). Montrer que f est un polynome.

Exercice 15 (Identité de Parseval). Soit Y a,z" une série entiére complexe de rayon de conver-
gence R > 0. Montrer que si r € [0, R,

1 2T )

2. 2n 0y (2

. - do.
e )]

Exercice 16. Soit (a,), € ZN telle que > a,2" ait un rayon de convergence R > 1. On pose pour
2] <1, f(2) = 3,50 anz". On suppose f bornée sur le disque ouvert D(0,1). Montrer que f est un
polynome.

Exercice 17 (Principe du mazimum). Soit f une fraction rationnelle qui n’a pas de pole dans le
disque fermé Dy(c, R) de centre c et de rayon R. Soit zo € D(c, R).

1) Montrer que f est développable en série entiére autour de z. Préciser le rayon de convergence.

2) On note (ay)y, la suite des coefficients du développement en série entiére de f au voisinage de
zg. Calculer, pour r convenable,

1 27 )
o ), |f (20 + re®)|2do.

3) Montrer que |f| atteint son maximum sur Ds(c, R) en un point de la frontiére.
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Exercice 18 (Séries de Laurent). Soit F(z) = bpz™ + ...+ bz + by + > ;1 b_iz"". La suite
(bi)—co<i<m €tant une suite de réels; on suppose qu'il existe A € R tel que F(z) existe pour |z| > A.

1) On suppose by,...,by, € Q et qu'il existe N € N tel que pour tout entier p > N, F(p) € Z.
Montrer que by € Q et que b_; = 0 pour tout i > 1.

2) Méme question si I'on ne suppose plus by, ..., by, rationnels.

Exercice 19. Soient M > 0 et Sy 'ensemble des fonctions g de la variable réelle & valeurs dans C,
développables en série entiére sur | — 1, 1] et telles que si pour tout €] — 1,1],

+00
g(x) = Zak(g)xk, alors Vk > 0, |ak(g)| < M.
k=0

On considére g € Sys et (gn)n € S);- Montrer que chaque suite (ag(gn))n converge vers ag(g) si et
seulement si (gp,), converge simplement vers g. A-t-on convergence uniforme ?

Exercice 20. Soit D = {z € C||2| < 1}. Soit E l'ensemble des fonctions continues sur D et
développables en série entiére sur D. Pour f € E et z € D, on note

+0o0
1) = an(f)=".
n=0

1) Montrer que pour tout f € E, pour tout n € N, a,(f) = % OQW f(e?e=m9qp.

2) Montrer que si une suite d’éléments de E converge uniformément du D, alors sa limite est encore
dans F.

3) Montrer que (E, || - ||oo) est complet.

4) Montrer que le sous-espace des polynomes est dense dans E.

Exercice 21. Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f :]a, b[— R de classe C*. On dit que f est absolument
monotone sur ]a, b[ si pour tout n € N, f(®) > 0.

1) Donner des exemples de fonctions absolument monotones.

2) Montrer qu’une fonction absolument monotone est analytique.

Exercice 22 (Un théoréme de Bernstein). Soient a > 0 et f :] — a,a[— R de classe C*. On
suppose que pour tout k € N, pour tout x €] — a, al,

FP () > 0.

Montrer que f est développable en série entiére sur | — a, a.

Exercice 23. Soient I un intervalle ouvert et f : I — R une fonction de classe C*°. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est analytique i.e pour tout xg € I il existe un voisinage V de xg sur lequel f est égal a la
somme de sa série de Taylor en xg.

(7) Pour tout segment J C I, il existe des constantes C,r > 0 telles que,
vn eN, Vz e J, |f™(z)] < Cr™(n)).

On pourra utiliser la propriété de Borel Lebesgue pour traiter le sens compliqué.
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Exercice 24. Soit D = {z € C||z| < 1}. Soit (an)n € CN. On suppose que > nla,| converge.

1) Montrer que le rayon de convergence de ) a,2" est au moins égal & 1. Pour z € D on note f(z)
sa somme.

2) On suppose a; # 0 et Ii% nlay| < lai|. Montrer que f est injective.

Exercice 25 (Théoréme de Bieberbach). Soit f(z) =2+ <,a,2" la somme d'une série entiére
de rayon de convergence > 1. On suppose les a, réels et que f est injective sur D(0,1).

1) Soit z € D(0,1). Montrer que f(z) € R < z € R. En déduire que si Im(z) > 0 alors Im(f(z)) >
0.

2) Calculer pour 0 <7 < letn e N*: [F Im(f(re?))sin(nf)df. En déduire que pour n > 1,
lan| < n.

3) Montrer que cette majoration est optimale.

Exercice 26. Pour a > 0 et x € R, on pose
+0o0
flx) = Z sin(nx) exp (—n%).
n=1

1) Montrer que f est bien définie et de classe C* sur R.

2) Pour quelles valeurs de a la fonction f est-elle développable en série entiére au voisinage de tout
point de R?

Exercice 27 (Une méthode de construction de fonctions nulle part analytiques). Etant
donné une fonction f : R — C de classe de C* et un réel z, on note R(f,z) le rayon de convergence
de la série de Taylor de f au point x. On se propose de construire f telle que R(f,z) = 0 pour tout
xz eR.

1) On fixe (cn)n>1 € (RT)N, on définit (by,),>1 par :
k—1
_ _ k+1—j
by=1+2c1, et Vk>2 by=2+c+y b7
j=1
Soit f:xz e€R — Zk21 b,lc_keibk”. Montrer que f est de classe C* sur R.
2) Montrer que pour tout x € R, |f(z)| > ¢1.
3) Montrer plus généralement que pour tout n > 2, pour tout z € R, [ (x)] > ¢,.

4) Conclure.

Exercice 28. On considére 'ensemble E des fonctions C* de R dans C. E est muni d’une famille
de semi-normes (pg)x définie par : pour tout f € E,

pe(f) = sup  |f9D()

0<i<k, |z|<k

Les semi-normes définissent sur F une topologie d’espace de Fréchet (espace vectoriel topologique
métrisable complet). Un systéme fondamental de voisinages de 0 dans E est formé par les V,, . (n €
N, e > 0) ou :

Vn,a = {f S ‘pn(f) < 5}'
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La topologie de E provient aussi de la métrique compléte définie par : si (f, g) € E?,

+00
1 pe(f—9)
Af.9) = e 20
(/.9) ;02k1+pk(f—g)
Enfin, si (fn)n>0 est une suite d’éléments de E, dire que (f,)n>0 converge vers f € E, c’est dire que

pour tout k£ > 0, la suite ( fT(lk)) . converge uniformément vers f*) sur tout compact de R. On note
n

pour f € E, z € R, R(f, x) le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point z.
1) Etant donnés des entiers b, p > 1, on pose

F(b,p) = {f € E | 1l existe z € [—p, p], |f(”)(:v)| <b™n!Vn > O}.

Montrer que F'(b,p) est un fermé d’intérieur vide de E.

2) Montrer que l’ensemble A des éléments f € F tels que R(f,z) = 0 en tout point € R est un
résiduel de E. Montrer que tout élément de E est somme de deux éléments de A.

Exercice 29 (Théorémes Taubériens). Soit (a,)nen une suite complexe telle que f(z) =Y, 4 apa™

existe pour tout x €] — 1,1[. On suppose aussi que lim f(z) = ¢ € C. Démontrer que »_ a, converge
rz—1~

et que sa somme vaut £ dans les cas suivants :
1) (an)n>0 € (R+)N'
2) a 0 (%) .

3) 2 n>0 nlan|? converge.

4) lim 130 kaj =0.

n——+oo™

n—>+oo

Exercice 30 (Théoréme Taubérien fort). Soit (ay)n>0 € RY telle que a, = O (). On sup-
= n—

—+00

pose que la série entiére > a, 2™ a un rayon de convergence > 1 et que sa somme F vérifie lim F(x) = 0.
z—1—

Il s’agit de prouver que ) a, converge et que sa somme est nulle. On note

o = {ap: [0,1] = R |Vx € [0, 1], Zangp ") converge et lim Zango ") = O}.

r—1—
1) a) Vérifier que si P € R[X] est tel que P(0) =0 alors P € ®.
b) Soit ¢ une fonction polynéme. Montrer I'existence et déterminer

lim (1 —x) Zw q(x

;t—>1*
2) a) On considére
g : [0,1] — R
{ 0 sizel0,1/2]
x — .
1 sinon

Soit € > 0. Etablir 'existence de polynémes p; et py vérifiant :
(1) p1(0) = p2(0) = 0, p1(1) = po(1) = 1.
(i1) pr < g < pa.
1 N x)—p1(T
(iii) [y q <eouqx)= %.
b) Montrer que g € ®.

3) En déduire le théoréeme Taubérien de Hardy Littlewood : si (by,), est une suite réelle vérifiant :
by = O(%)et lim Y b,z =, alors Y by, converge et sa somme vaut /.

n——+o0o z—1~
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Exercice 31. Soit o € R.

1) Déterminer le développement en série entiére de @, : x €] — 1, 1[— cos(a arccos z).

2) Pour quelles valeurs de « la fonction ¢, est-elle polynomiale ?
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Chapitre 14

Equations différentielles

Exercice 1.
1

sinx”

1) Résoudre sur |0, 7[, v/ +y =
2) Résoudre 3 +y = 2tanz.

Exercice 2. Soit A > 0.
1) Résoudre sur RY, (E) : zy' + Ay = H%
2) Existe-t-il des solutions de (E) de limite finie en 07
3) Trouver les solutions de (E) développables en série entiére au voisinage de 0.
)

4) Calculer

+o00
(=D"
Z 237(1+3n)’

n=0
Exercice 3. Soit a € R. Résoudre sur R I'équation, (E) : y@ +ay =0.

Exercice 4. Soient f,g : [a,b] — R continues telles que f < 0. Montrer que ’équation différentielle
y" + fy = g posséde une unique solution sur [a, b] telle que y(a) = y(b) = 0.

Exercice 5. Soient a et b deux fonctions continues et T-périodiques de R dans lui méme. Discuter
de Dexistence de solutions T-périodiques de I’équation (E) : ¢y + ay = b.

Exercice 6. Soient a, b deux fonctions continues sur R. On suppose qu’il existe A > 0 tel que a(x) > A
pour tout z € R et que Emsz et imb=20
oo —0o0

1) Montrer que toute solution de 3’ + ay = b posséde une limite nulle en +o0.

2) Montrer qu’il existe une unique solution de limite nulle en —oo.

Exercice 7. On considére I’équation différentielle (E) & coefficients continus sur R.
(E): 2" +pt)x" + q(t)x = 0.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ pour qu’il existe deux solutions sur R dont le
produit vaut constamment 1.
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Exercice 8.

1) Soit x € C%2(RT,R) convexe, minorée et décroissante. Etudier la limite de tz'(t) lorsque t tend

vers +o0.

2) Soient ¢ € CO(RT,RT) et 2 € C?2(RT,R* ) décroissante telle que 2" = gz. Montrer que

+oo

limz =0« tq(t)dt = +o0.
+oo 0

Exercice 9. Soit p : Rt — R continue telle que 0+o°t\p(t)|dt < +o0o. Montrer que ’équation

différentielle y” + py = 0 posséde une unique solution y telle que Em y=1et lim y' = 0.
o0 o0

Exercice 10. Soit y une solution non nulle de y” + (1 + p(z))y = 0 avec p de classe C! sur Rt p

intégrable sur R et limp = 0.
+oo

1) Montrer qu'il existe un réel a tel que pour tout = € R, on ait,

T

Y (z) <a+ 2/0 y2 (1) (t)|dt.
2) En déduire que y est bornée.
Exercice 11. Soient f,g,h: [a,b] — R des applications continues. On suppose g > 0 et
e ot 0.2 £0) <) + | gl

Montrer que pour tout ¢ € [a, b],
t
0< 70 < hlt) + [ glwh(weldu.

Exercice 12.

1) Soit f:RT — R continue. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que pour tout z > 0

xf(r) < C+ /Ox f(t)dt.

Montrer que f est bornée.

2) Soit g : RT — R de classe C? une solution de y” + ty = 0. Montrer que g est bornée.

Exercice 13. Soit a € C*(R*, M, (R)) telle que [, [la(u)[|du converge ot | - || désigne la norme
triple associée & la norme euclidienne canonique de R™. Montrer que si f est solution de y = ay alors

f tend vers une limite £ € R™ en +oo.

Exercice 14. Soient ag,...,a,—1 des fonctions continues de R dans lui méme et S D'espace des

solutions de

n—1
y™ + Z ary® = 0.
k=0

Si zg € R, montrer qu’il existe n > 0 tel que tout élément non nul de § s’annule au plus n — 1 fois sur

lzo —n, z0 + 1l.
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Exercice 15. Soient y;, y2 deux solutions linéairement indépendantes de I’équation différentielle
linéaire

y' +at)y +b(t)y =0
ou a, b sont des fonctions continues sur un intervalle I. Montrer que les zéros de y; sont isolés et qu’entre
deux zéros consécutifs de y; il y a un unique zéro de yo.

Exercice 16 (Théoréme de Sturm).

1) Soient I un intervalle de R et q1,q2 : I — R avec ¢1 > g2. Soient o < 3 deux zéros d’une solution
non nulle de 3" + g2y = 0. Montrer que toute solution non nulle de 3" + ¢1y = 0 s’annule sur
[a, B].

2) On considére 'équation différentielle 3/ +ely = 0 sur I = R*. Montrer qu'une solution non nulle
admet une infinité de zéros qu’on peut ordonner en une suite strictement croissante (t,)n>1-
Montrer de plus que t, — +oo et que

n—-+oo

m2n?

~Y
"ot 4

Exercice 17. Soit € : [a, +00[— R avec € de limite nulle en +00. On considére une solution non nulle
z de 'équation différentielle 2" + x = e(t)z’ définie sur [a, +o0c[. Soit b > a. Pour ¢ > b, on définit,

Np(t) = [{u € [b,2], x(u) = 0}

Montrer que pour b assez grand, on a
t

~ I
t——+oo T

Ny(t)

Exercice 18 (Inégalité de Liapounov). Soient a < b et f : [a,b] — R continue. Soit u €
C?([a,b],R) une solution non nulle de 1’équation différentielle y” + fy = 0 vérifiant u(a) = u(b) = 0.

Montrer que
b 4
/ 1=
o —a

Exercice 19 (Théoréme de stabilité de Liapounov). Soient T > 0 et ¢ € C°(R,R) une fonction
T-périodique. Soient S I'espace des solutions réelles de (E) : v + qy = 0, et y; (resp. y2) 'éléement de
S défini par y1(0) = 1 et y;(0) =0 (resp. y2(0) =0, y5(0) = 1).
1) Montrer que si f € S, il en est de méme de fr: x +— f(z+ T). On note ® ’endomorphisme de
S qui & f associe fr et A sa matrice dans la base (y1,¥2).
2) Calculer det A.

3) On suppose | Tr A| < 2. Montrer que tout élément de S est borné sur R.

4) On suppose g > 0 et non identiquement nulle. Montrer que tout élément de S s’annule au moins
2 fois sur R.

5) On admet linégalité de Liapounov. On suppose ¢ > 0 non nulle avec T’ fOT q < 4. Montrer que
les solutions de (E) sont toutes bornées sur R.

Exercice 20. Soit t — A(t) une application continue de R dans M,,(R). On suppose que pour tout
t e R A(t) € A,(R). Soit X (t) une application dérivable de R dans M,,(R) telle que pour tout t € R
X'(t) = A(t) X (t). On suppose X (0) € O,(R). Montrer que pour tout t € R, X(t) € O,(R).
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Exercice 21. Soient A, B € M, (C). On pose C = AB — BA et on suppose que A et B commutent
avec C. Pour t € R, on pose M(t) = e HA+B)tAetB  Exprimer M(t) en fonction de t et C.

Exercice 22. On considére le systéme (E) : X’ = AX ou A € M,(R).
1) Montrer que toute solution de (F) est a valeurs dans un sous-espace affine de direction ImA.

2) On suppose désormais n = 3 et on munit R? de sa structure euclidienne canonique. On suppose
que A est antisymétrique, montrer que toute solution de (F) est de norme constante. Que penser
de la réciproque?

3) Que dire des solutions de I'allure des solutions de (E) lorsque A € A3(R)?

Exercice 23 (Systéme de Lazx). Soit A:R — M, (R). Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 3S € CY(R,GL,(R)) telle que pour tout ¢ € R,
S(t)"LA)S(t) = A(0).
(ii) 3B € C°(R, M, (R)) telle que pour tout ¢ € R,
A(t) = A(t)B(t) — B(t)A(t).

Exercice 24. Soient A4 : R — M3(R) de classe C! et X : R — Mo(R) solution de
X' = AX - XA.
1) Soit k € N*, montrer que ¢ — Tr(X (t)*) est constante.

2) Montrer que les valeurs propres de X () sont indépendantes de t.

3) Montrer que pour tout ¢ € R,
X(t) ~ X(0).
Exercice 25. Soient A, B deux applications dérivables de R dans M,,(C) telles que pour tout ¢t € R,
A'(t) = A(t)B(t) — B(t)A(t).
Montrer que le spectre de A(t) est indépendant de ¢.

Exercice 26. Soit A: Rt — M, (R) telle que pour tout ¢ > 0 les coefficients de A(t) sont positifs.
Soit Xy € (R*)™. Montrer que la solution de

Y’ AY
{Y(O) = Xo

est a valeurs dans (RT)".

Exercice 27 (Classification différentielle des flots linéaires). On fixe n € N*. Pour A €
M, (R) et X € R™, on note g(A, Xp) la solution du probléeme de Cauchy

X = AX
{X(O) = X

Soient A, B € M,,(R), montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T existe un C!-difféomorphisme f : R" — R™ tel que pour tout Xy € R",

f © g(AvXO) = g(B>f(XO))
(7i) A et B sont semblables.
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Exercice 28. Soient n € N, F : [1, +oo[— R* une fonction de classe C* avec F'(1) > 0 et F” < 0.
On suppose que u : [1,+0o[— R est solution C? et bornée de

F n?
_u” - fU/ + ﬁu =0.

1) Quediresin=07
2) On suppose n > 1 et F bornée. Montrer que u ﬁ 0.
o0

Exercice 29. Soient M, R > 0, et (vp4)p >0 une suite double de nombre réels telle que V(p, ¢) € N?
M
|Vp,q| < RpFa-
1) Justifier existence de v(t, z) = }_(, jenz Vpqt?2? pour [t| < R, |z| < R.

2) Montrer que l’équation 2/(t) = v(t, z(t)) admet une unique solution développable en série entiére
au voisinage de 0 avec la condition initiale z(0) = 0.

Exercice 30. Soient A € C°(R*T, M,,(R)) intégrable et up € R™. On considére u la solution sur R
du probléme de Cauchy
u'(t) = A(t)u(t)
{ u(0) = U

1) Montrer que w est bornée sur R*, puis que u admet une limite finie en +o00. On note ¢(ug)
cette limite.
2) Montrer que ¢ est un automorphisme de R".

3) Calculer det .
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Chapitre 15

Calcul différentiel

Exercice 1. On munit R” de sa structure euclidienne canonique. Soit U un ouvert non vide de R"
et f:U—R.

1) Soit xy € U. On suppose qu'il existe deux applications hy, hy : U — R, différentiables en z et
telles que hy < f < hg avec hi(xg) = ha(xp). Montrer que f est différentiable en z.

2) On suppose a présent f 1-lipschitzienne et qu’il existe [a,b] C U tel que f(b) — f(a) = ||b —a|.
Montrer que f est différentiable en tout point de |a, b|.

3) Soit C un convexe fermé non vide de R™. Montrer que 'application x — d(z, C') est différentiable
en tout point de R™\ C.

Exercice 2. Soient 2 un ouvert non vide de R™ et fi,..., f, des fonctions de 2 — R. On pose
f=max(fi,..., fp)

1) Montrer que si toutes les f; sont continues en zy € 2, alors f aussi.

2) On suppose que toutes les f; sont différentiables en xg. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit différentiable en xg.

Exercice 3 (Contre-ezemple de Peano). Etudier la classe de la fonction f : R? — R définie par
_ . 2 _ zy(@®—y?)
f(0,0)—Oet 51 (.I',y)ER \{<070)}7 f(xﬁg)*w

Exercice 4. Soit I un intervalle de R. Soit f € C}(I?,1) telle que Y(z,y) € I,

f(.T,SC) =, f('r7y) = f(yaw)
1) Calculer df (z,x) pour x € I.
2) Soit S un segment de I. Soit k > 0 tel que Y(z,y) € S?,

0 0

Quelle condition imposer a k pour avoir f(S%) C S?

3) On suppose cette condition satisfaite et on se donne g € C'(I%,I) vérifiant les mémes propriétés
que f (avec le méme segment S). Montrer que la suite définie par (zo,yo) € S? et (i1, Yni1) =
(f(xnv yn)>g('rna yn)) converge dans R2.
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Exercice 5 (Dérivations).
1) Soit f € C}(R™,R). Montrer que si x = (x1,...,7,) € R" alors

1
f@) =10+ /0 2L ey

2) On pose E = C*(R"™,R). On note D 'ensemble des formes linéaires ¢ de E vérifiant Vf,g € E

o(fg) = f(0)p(g) + ¢(f)g(0).

Montrer que D est de dimension finie et que dim D = n.

Exercice 6 (Jacobienne antisymétrique). Soit f € C?*(R",R") dont la matrice jacobienne est
en tout point antisymétrique. Montrer qu’il existe A € M, (R), antisymétrique et b € R"™ tels que
Ve € R, f(z) = Ax + .

Exercice 7 (Lemme de Poincaré). Déterminer les applications f € C1(R™, R") dont la jacobienne
est symétrique en tout point.

Exercice 8 (Théoréme du relévement). Soit u: R" — U de classe C¥ avec k > 2. Montrer qu'il
existe t : R” — R de classe C* telle que pour tout z € R™,

u(z) = @,

Exercice 9. Soit f : R?> — R de classe C2. On note D le disque unité fermé. On suppose que
Y(z,) € R2\ D, f(z,y) = y*> — 2. Montrer que f admet au moins un point critique dans R2.

Exercice 10. Soit f: R"™ — R" de classe C2. On munit R” de sa structure euclidienne canonique et
on suppose que df, est une isométrie pour tout x € R"™.

1) Montrer que pour 1 <4,j,k <mnon a

Ofy Py _
ém amjaxk

p=1

2) En déduire que f est une isométrie affine.

Exercice 11. Soit E un espace euclidien. Soit f : E — E une application C' telle que pour tout
x € B, df, soit une isométrie de E. Montrer que f est une isométrie affine. On admettra le théoréme
d’inversion locale.

Exercice 12. Soit || - || la norme euclidienne sur R™. Soit f : R® — R™ une application de classe C!
vérifiant pour tout (z,y) € (R™)?,

1f(2) = FWIl = llz =yl

Montrer que f réalise un C'-diffeomorphisme de R™ sur lui méme. On admettra le théoréme d’inversion
globale.
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Exercice 13. Soit f : R® — R™ une application de classe C* telle que pour tout 2 € R”, df, € GL,(R)
et lim |[|f(x)] = +oo.
[|z]|]—+o0
1) Soit K un compact de R™. Montrer que f~1(K) est compact.
2) Montrer par un argument de connexité que f est surjective.
3) Soit y € R™. Montrer que f~({y}) est fini. On note m son cardinal et z1,...,z,, les éléments
de f~H({y}).
4) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de y tel que f~1(V) C U™, B(z;,¢).

5) Montrer qu’il existe un voisinage ouvert W de y tel que,
vze W, [f71({z})| = m.

6) En déduire que Papplication ¢ : R® — N définie pour z € R™ par ¢(z) = |f~1({z})] est
constante.

7) On suppose que f(0) = 0, et que f(z) # 0 pour tout z # 0. Montrer que f réalise un C!-
difféomorphisme de R™ sur lui méme.

Exercice 14 (Une preuve du théoréme de D’Alembert-Gauss). On admet le corollaire du
théoréme d’inversion locale suivant : Si  est un ouvert non vide de R? et si f € C1(Q,R?) est telle
que df, € GL2(R) pour tout a € €, alors f(£2) est un ouvert de R2.

Soit P € C[X] non constant. On note Z I'ensemble des racines de P’ puis B = C\P(Z) et A = P~Y(B).
En étudiant les propriétés topologiques de I’application P, restreinte a A et corestreinte & B, démontrer
le théoréme fondamental de Ialgébre.

Exercice 15. Soit f : R” — R continue. Soit a € R™. On note D% f(a) (resp. D~ f(a)) ’ensemble
des dg, ot g : R* — R C! telle que f < g (resp. f > g) et f(a) = g(a).

1) Montrer que f est différentiable en a si et seulement si DT f(a) # 0 et D™ f(a) # 0.

2) On suppose f différentiable en a. Déterminer DT f(a) et D™ f(a).

Exercice 16. Soit f : R® — RP une application de classe C'. Montrer qu'il existe un ouvert U, dense
dans R" tel que le rang de df, soit localament constant sur U.

Exercice 17 (Une étape de la preuve du théoréme d’inversion locale). Soit U un ouvert de
R™. Soit f : U — R™ de classe C!. Soit a € U tel que df, soit inversible. Démontrer qu’il existe un
voisinage V de a sur lequel f est injective.

Exercice 18 (Fonctions convexes). On munit R"” de son produit scalaire canonique (-|-). Soit C'
un ouvert convexe de R™. Une application J : C — R est dite a-convexe (a > 0) si V(z,y) € C?,
Vo € [0,1],
«
J(1 = 0)x +dy) < (1= 8)J(x) +0J(y) — 50(1 —d)llz — yll*.

Si J est 0-convexe, on dit que J est convexe.

1) Montrer que toute fonction convexe J : C' — R est continue et dérivable en tout point de C' par
rapport a tout vecteur.

2) Soit J : C — R une application de classe C2. Si € C on note V.J(x) le gradient de .J en

2 . . .
x et J'(z) = (838‘;, (m)) sa hessienne au point z. Montrer que J est a-convexe si et
023 ) 1<ij<n

seulement si I’'une des conditions suivantes est réaliséé :
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(i) V(@,y) € C?, J(y) = J(z) + (VI(2)ly — z) + ]z — yl*
(i7) V(z,y) € C*, (VJ(y) = VJ(2)ly — z) = alz -y
(iii) Vo € O, Vw € R", (J"(x)w|w) > afwl|?.
3) Soit J : R™ — R une fonction a-convexe.
a) Montrer que J atteint un minimum global en un point x.

b) Soit (uy)nen une suite minimisante au sens ou J(uy,) — J(z¢). Montrer que w,, — .

Exercice 19 (Méthode du gradient). Soit G : R™ — R une application de classe Cl. Soit @ > 0
tel que V(x,y) € (R")?2,
o
Gly) - G(z) 2 (VG(2),y —2) + Sy - z*.

1) Montrer que G atteint sa borne inférieur sur R” en un unique point.

2) Soit z € R™ un point en lequel le gradient de G ne s’annule pas. Montrer que la fonction
t € R— G(x 4+ tVG(x)) atteint son minimum en un unique point. Que dire si VG(z) =07

3) On définit une suite (zx)ken par xop € R™ et Vk > 0, i1 est le point de xp + RVG(x) en
lequel la restriction de G est minimale. Que dire de VG(z) et VG(zg41) pour k € N7

4) Etudier la convergence de (x1)ren-

Exercice 20. Soit f € C'(RP,R) une fonction strictement convexe. On suppose que

f(x)

lz|l lzll—+oo

Montrer que V f est un homéomorphisme de RP dans lui méme.

Exercice 21. Soit f € C}(RP,R*). Montrer qu’il existe une suite (x,)nen de points de RP telle que
Vf(x,) — 0.

n—-+o0o

Exercice 22 (Théoréme des extrema liés). On munit RP de sa structure euclidienne canonique.
Soit U un ouvert non vide de RP. Soient g1,...,gx des fonctions de C'(U,R). On note ¥ = {x €
Ulgi(z) = ... = gr(z) = 0}. Soit enfin f € C}(U,R) telle que la restriction de f & ¥ posséde un
minimum local en un point a € X i.e, on peut trouver r > 0 tel que B(a,r) C U et pour tout
z € B(a,r)NE f(x) > f(a).

1) Pour n € N, on considére

fn o U — R
z o f(@)+ndi, gi(@)? + lz —al?
a) Justifier que fy|p +(a,r) atteint son minimum en au moins un point ay.
b) Montrer que la suite (a,,) converge vers a.
¢) Montrer que V f,(a,) = 0 pour n assez grand.

2 On suppose que la famille (Vg;(a))1<i<k est libre.
a) (Lemme) Montrer que si (E, ||.||) est un espace vectoriel de dimension finie,

X ={(z1,...,21) € E¥ | (x1,...,21) est lice} est une partie fermée de E*.
b) En déduire que V f(a) € Vect(Vgi(a));
3) Soient n € N*, n > 2, et s > 0. Soit f: R® — R qui & (x1,...,2y,) associe f(z1,...,Ty) =

Ty ... 2y Soit T' = {(z1,...,2,) € (RT)"| 7 | 2; = s}. Etudier le maximum global de f]r.
Retrouver alors l'inégalité arithmético-géométrique.
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Exercice 23. Soit f € C}(RP,R) telle que df,(x) < 0 pour tout x de norme assez grande. Montrer
que f admet un maximum global.

Exercice 24. Déterminer les triangles inscrits dans un cercle d’aire maximale.

Exercice 25 (Une caractérisation des polynomes d’Hermite). Soit D ’ensemble des n-uplets

de réels 2 a 2 distincts. Pour x = (x1,...,2,) € D, on pose
n
fx) = in - Z In|z; — ;.
k=1 1<i<j<n

1) Montrer que f admet un minimum.

2) Soit a = (a1, ...,an) un point ou f atteint son minimum. On pose H = [[;_, (X —ay). Montrer
que pour tout 1 < k < n,

H"(ay) — 4ar.H' (ag) = 0.
3) En déduire une équation différentielle vérifiée par H et expliciter H.

4) Calculer min f pour n = 2, 3.

Exercice 26 (Principe du mazimum (1)) Soit B la boule ouverte de R™ de centre 0 et de rayon
R > 0. Soit U une fonction continue sur B, nulle sur S(0, R), de classe C? sur B et & valeurs dans R.

1) Montrer que si U présente un maximum local en x € B, alors AU (x) < 0.

2) Montrer que s'il existe a € B tel que U(a) = 0 alors il existe b € B tel que AU(b) = 0.
3) Montrer que si AU < 0 sur B alors U > 0 sur B.
)

4) Montrer que si AU < 0 sur B alors U > 0 sur B (on pourra utiliser la fonction Uy : = —
R? — ||z]|?).

Exercice 27 (Principe du mazimum (2)). Soit 2 un ouvert borné de R™. Soit U une application
continue sur (2 et de classe C? sur . On suppose U harmonique (c’est a dire de laplacien nul sur Q).

Montrer que

supU(z) = sup U(z).
zeQ) €00

Exercice 28 (Principe du mazimum (3)). Soient ay,...,a, des fonctions continues de R™ dans
R. Soit b: R™ — R% continue.

1) Soit u € C*(R™,R*) vérifiant
Vo € R" En:a (a:)%(x) + b(x)u(x) < —(z). (A)
’ o N O = £~ Ox?

Soit 2 un ouvert borné de R™. Montrer que

supu(x) = sup u(z). (B)
zeQ €N

2) On remplace )", g%(aj) par i< i<y % (aij(x)(%;(x)) dans (A); ou les fonctions o; sont

dans C'(R",R). Montrer que si la matrice symétrique (c;(z) + aj;(x))1<i j<n est positive pour
tout « € R™, alors (B) est encore vraie.
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Exercice 29. Soit F' un fermé non vide de R" et f : R" — R continue telle que fjr = 0. On suppose
de plus f de classe C! sur le complémentaire de F. Enfin pour tout j,

O )

sup Oz
J

2€FC, d(x,F)<e

Montrer que f est de classe C'.

Exercice 30 (Equations de Lagrange). Soit F :R? — R de classe C*°. Soient a,b € R. On note
& ={u € C([0,1],R) |u(0) = a, u(1) = b}. On introduit [ : u € £ fol F(t,u(t), v (t))dt. On suppose
que I admet un maximum en ug € £. Montrer que

d (OF oF

g (Gt ) ) = Gt un(0). w0,

Exercice 31. Soit ¢, : (z1,...,2,) € R" = (01,...,0,), ou les o; sont les fonctions symétriques
¢lémentaires en les x;. Calculer le déterminant jacobien de ¢ en (z1,...,zy).

Exercice 32. Déterminer les extrema locaux du déterminant sur M, (R).
Exercice 33. Montrer que exp est de classe C! sur M,,(R) et que V(A, H) € (M,(R))?,

1
dexp(A)(H) = / e He DAL,
0

Exercice 34. On définit une application f sur S T(R) par f(A) = [ e~t*Adt. Montrer que f est de
classe C* sur ;7 (R). En déterminer une expression simple.

Exercice 35. Pour M € M,(R), on pose f(M) = (Tr(M),...,Te(M™)).
1) Montrer que f est différentiable et préciser df (M)(H) pour M, H € M, (R).
2) Montrer que le rang de df (M) est égal au degrée de upy.
3) Montrer que {M € M, (R) | prpr = xm} est un ouvert de M, (R).

Exercice 36. Soit F un espace euclidien.
1) Montrer que ST+ (E) est un ouvert de S(E).
2) Montrer que u € STT(E) — u? € ST(E) est un C!-diffeomorphisme.

Exercice 37.
1) Soit A € ST (R). Calculer I = [p, e~ XA%dz; .. dx,.

2) Soit (uq,...,u,) une base de R™. Calculer

_ 2
/ ettt g
n

Exercice 38. Soient f,g: R — R deux fonctions continues. On suppose f intégrable sur R. On pose

pour x € R, .
_ [ Q)
Fle)= /_oo L+ (z+ g(t))zdt'

Montrer que F' est intégrable sur R et calculer fR F.
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Exercice 39 (Inégalité de Hilbert).
1) On considere f,g: RT — R continues a support compact dans |0, +o0o[. Montrer que

[ s dxdy<w¢ [ ¢ [~

2) Soit P un polynéme réel de degré N. On pose P = ay X" +...+ag. On associe & P le polynome
Q= %XN + ...+ ag. Montrer que

1 +o00
/ P < Q(z)e **dz.
0 0

Exercice 40 (Une caractérisation du pomt de Fermat). Onnote T le triangle plein de sommets
A, B et C. On suppose A B et C de mesure < 2Z. Soit f:McR?— MA+MB+ MC. Montrer que
f atteint un minimum global en un point dlstlnct de A, B ou C et appartenant a 7.

Exercice 41 (Trajectoires lumiére). Soit K un compact convexe de R?, dont la frontiére OK est
une courbe fermée de classe C°°. Montrer que si n > 2, on peut, en jouant au billard dans K, faire n
rebonds et revenir au méme point.

Exercice 42 (Forme forte de l’inégalité des accroissements finis). On commence par intro-
duire certaines notations. Si g : R} — R, on note lim;_,o+g(t) (resp. lim, 4+ g(t)) la plus grande (resp.
la plus petite) valeur d’adhérence dans R de g(¢) lorsque ¢t — 0F. Ainsi, lim,_,o+g(t) = +oo, signifie
qu’il existe une suite ()reny € (RN telle que t;, — 0 et g(tg) — +oo. De méme, lim,_,q+g(t) > C oit
C € R signifie qu’il existe une suite (tg)gen € (R%)N telle que ¢ty — 0 et g(t) — C — 0.

1) Soient u < v deux réels. Soit f : [u,v] — R continue. On suppose qu'il existe C' € R tel que

Vi € [u, ], hmh—>0+f(t+h})L_f(t) <C.
Montrer que f(v) — f(u) < C(v — u).
2) On suppose cette fois-ci que

t+h)— f(t
VYt € [u,v[, hmhﬁO‘Ff(_Ff)Lf() < 0.
Montrer que f est décroissante.
3) Reformuler les deux premiéres questions dans le cas ou f est dérivable a droite en tout point
de [u,v].
4) Soient (E, | - ||) et (F,|| -|) deux espaces vectoriels normés de dimension finie.
a) Soient u < v deux réels. Soit f : [u,v] — F une application continue. On suppose qu'il exite
C € R tel que
(COESLI PP

Vit e [U, U[v himhﬁo+ h

Montrer que || f(v) — f(u)| < C(v —u).
b) Soit © un ouvert de E. Soient a,b € Q distincts tels que [a,b] C Q. On considére f: Q — F

différentiable telle que Vz € [a, b],
ldf=ll < C,

ou || - || désigne la norme triple subordonnée a || - ||. Montrer que || f(b) — f(a)|| < C||b — all.
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Exercice 43. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soient a € E, p > 0, et f
continue de By(a, p) dans R telle que f est différentiable sur B(a, p). On suppose qu'il existe C' > 0
tel que pour tout x € B(a,p) ||dfz] > C, ou | - || désigne la norme triple subordonnée & || - ||. Pour
r € [0, p], on note a(r) = max{f(z), x € By(a,r)} et f(r) = min{f(z), € By(a,r)}. Montrer que

a(p) — fla) = Cp, B(p) — fla) < —Cp.

Exercice 44 (Applications de gradient unitaire). Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. On note ||-||
la norme euclidienne associée. Si €2 est un ouvert non vide de E, on note I(2) ’ensemble des fonctions
différentiables sur € telles que Vo € Q, ||V f(z)|| = 1. En utilisant les deux exercices précédents,
déterminer I(E).

Exercice 45. Si A € M, (R), on note
Fq={feC'R",R)|Vf borné , Vf(z) LAz Vz € R"}.

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Le spectre de A ne rencontre pas iR.

(1) F4 ne contient que des fonctions constantes.
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Chapitre 16

Probabilités

Exercice 1. On note &(N) ’ensemble des bijections de N dans lui méme.
1) Montrer que P(N) n’est pas dénombrable.
2) Montrer que &(N) n’est pas dénombrable.

Exercice 2 (Une tribu dénombrable est finie).

1) Soit F = {F,,, n € N} une partition dénombrable (infinie) d’'un ensemble A. Décrire la plus
petite tribu T contenant F. Cette tribu est-elle dénombrable ?

2) On considére jusqu’a la fin de 'exercice un tribu 7 sur un ensemble E supposée dénombrable.
Soit a € E, montrer que C(a) = NaeT,acaA est un élément de 7.

3) Montrer que la relation sur F définie par a ~ b < b € C(a) est une relation d’équivalence.
Quelles sont les classes d’équivalence ?

4) Montrer que la plus petite tribu contenant P = {C(a), a € E} est T. Que peut-on en conclure ?

Exercice 3 (Lemme de Sperner - preuve combinatoire). On appelle antichaine de P([1,n])
toute partie A C P([1,n]) non vide et telle que

VX,Y)e A2, X#Y =>X¢Y.
Donner un exemple d’antichaine de cardinal (Ln72 J)' On souhaite montrer que toute antichaine de
P([1,n]) est de cardinal majoré par (Ln72J)' Soit A C [1,n] de cardinal k > 1. Soit 0 € &,,. On dit

que o commence par A si et seulement si A = {o(1),...,0(k)}. En utilisant cette notion, montrer que
si A est une antichaine de P([1,n]),

> Al (n — A < nl.
AcA
Conclure.

Exercice 4 (Lemme de Sperner - preuve probabiliste). Soient Ay,..., A, des parties de [1,n]
telles que Vi # j,

A & Aj.
On se propose de montrer que p < (I_nn2 j)‘ On munit pour cela &,, de la probabilité uniforme P. On
note aussi pour i € [1,p] E; événement : "{o(1),...,0(a;)} = A;" ou a; = |A4;].
Calculer P(E;) puis en déduire

1 <1
i=1 (IXH) -

Conclure.



Exercice 5. On considére 5 personnes assises autour d’une table ronde. On suppose que 2 mouchoirs
sont susceptibles de circuler entre les personnes de la table selon la régle suivante : si un individu a le
mouchoir au ¢-iéme tour, il le donne & I'individu situé a sa gauche ou 4 sa droite avec la méme probabilité
1/2. On suppose qu’initialement deux voisins ont chacun un mouchoir. Déterminer I’espérance du temps
minimal au bout duquel un individu se retrouve avec les deux mouchoirs.

Exercice 6. On considére une urne comportant 27 boules. Sur chacune de ces boules est inscrit un
chiffre entre 0 et 3; le chiffre k est porté par ng boules avec ng = 8, ny = 12, no = 6 et ng = 1. On
effectue IV tirages avec remise dans cette urne et on considére alors la somme S des N éléments de
{0,...,3} ainsi obtenus. Quelle est la loi de S'7

Exercice 7. Soit A I'ensemble des parties de N telles que

b 1AN{0,. Y

n——+o00 n

existe.

Pour A € A, on note p(A) cette limite.
1) Démontrer que pour tout ¢ € [0,1], il existe A; € A tel que u(A;) = t.
2) A est-il une tribu sur N7

3) Existe-t-il une tribu sur N contenant .4, et une probabilité sur cette tribu dont la restriction a
Aest u?

Exercice 8. Soient (2, .4,P) un espace probabilisé et Ai,..., A, des événements. Pour k € [1,n],
on note Cy I’événement "appartenir & A; pour au moins k valeurs de i". Montrer que

n

[TECr) < [ P(AR).

k=1 k=1

Exercice 9.

1) Soient E un ensemble fini et (A;);ecr une famille de parties de E. Montrer la formule de Poincaré,

Ja

el

e i [aPHE

JcI, J£0 jeJ

2) On définit la fonction de Mobiiis, @ N* — Z par : pu(1) = 1, si n = py...p, ou les p; sont
des nombres premiers deux a deux distincts alors p(n) = (—=1)" et u(n) = 0 sinon. Soit n > 1,

calculer
> p(d).

din

3) Soit f:N* — Z. On lui associe g : N* — Z définie pour n > 1 par g(n) = >_4,, f(d). Etablir la

formule d’inversion : sin > 1,
n
) =3 gl (5)-

4) Pour n > 1, montrer que ¢(n) =nj)_ ,, @'

5) Soit n > 1. Notons pi,...,p, les nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Soit U; = {(a,b) €
[1.7]* | pila, pilb}.
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a) Montrer que

NI

v
i=1

b) On choisit au hasard et de facon équiprobable deux entiers dans [1,n] et on appelle P, la
probabilité que ces entiers soient premiers entre eux. Calculer P,,.

c¢) Calculer la limite de P, lorsque n tend vers 'infini. On montrera que

—+00
(k)
" n—-+o00 k:2

P

et on calculera cette somme.

Exercice 10. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans Z. On suppose qu’il existe k € Z tel que
P(X = k)P(X =k + 1) > 0. Soit (X,,)nen une suite de variable aléatoire indépendantes et de méme
loi que X. Soit p > 1 un entier. Déterminer la limite lorsque n tend vers 'infini de P(p|> " ; X;).

Exercice 11. Soient Xj,..., X9, 2n variable aléatoires indépendantes, & valeurs réelles et de méme
loi. Soit & € R, montrer que

P X1+...X2n_aSX1+...Xn_a 21.
2n n 2

Exercice 12. Soient Xi,...,X,, des variables aléatoires discrétes & valeurs réelles. On note M =
(Cov(Xi4, Xj))1<i,j<n. Montrer que M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont toutes positives.

Exercice 13.

1) Soit X une variable aléatoire discréte réelle définie sur un espace probabilisé (22, 4,P), et &
valeurs dans un ensemble dénombrable E. On appelle mode de X tout réel a tel que Vx € R,

P(X =2) <P(X =a).
On note M(X) I’ensemble des modes de X. Montrer que M(X) est non vide et fini.
2) Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur (€, .4,P), et a valeurs dans le

méme ensemble dénombrable FE. On suppose que X et X +Y ont méme loi et que X et Y sont
indépendantes. Montrer que Y est presque stirement nulle.

Exercice 14. Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans [—1,1], centrée et de variance
o? > 0.
1) Démontrer que pour tout ¢ € [0,1], E[e!X] < 1+ %2
2) En déduire que si Xi,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que
X, alors Yu €]0, 202]

an

P(X;+...+ X, >np) <e 22,

Exercice 15. Soit (Xi,...,X,,) une famille de variables aléatoires indépendantes de méme loi. On
suppose qu'il existe p €]0, 1] tel que

P(Xl = 1) =D, P(Xl = —1) =1 —pP.
On pose S = X + ... X,. Soit a €|(2p — 1)n,n[. Montrer que

Vn2 —a? n-+a

90



Exercice 16 (Un cas particulier de la loi forte des grands nombres). Soient Xi,...,X,,...
des variables aléatoires discrétes indépendantes suivant une méme loi de Poisson de paramétre A > 0.

On pose S, = X1 +...+ X,,.
1) Calculer E[e**] pour s € R.
2) Soit € > 0. Montrer qu’il existe K,C > 0 dépendants de € et \ uniquement tels que

P(S, > n(\+¢)) < Ke .

3) Soit € > 0. Montrer qu’il existe f(,é > 0 dépendants de € et X\ uniquement tels que
il

S
4) En déduire que <n> converge presque siirement vers \.
"/ neN

Sn )\‘ > 5) < Ke Cm,
n

Exercice 17.
1) a) Montrer que pour tout z € [—1, 1], pour tout t € R,
l—z ., 14z,
g — e
=5 e "+ 5 e

tx

b) Soit X une variable aléatoire discréte telle que | X| <1 et E[X] = 0. Montrer que pour tout
t € R, la variable aléatoire e!X est d’espérance finie et que

N

E[e!*] < ee.

2) Soient X7, ..., X, des variables aléatoires centrées, indépendantes telles que | X;| < a; pour tout
i €[1,n] ot a; >0.On pose Sp, = X1+ ...+ X,.

a) Montrer que pour tout ¢t € R,
b) Montrer que si t,e > 0,

c) En déduire

3) On considére enfin une suite (X, )nen de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de
Bernouilli de paramétre p €]0, 1[. On pose S,, = X1 + ...+ X,,. Trouver une suite (,,)n>1 telle

que pour tout n > 1,
S, 2
]P)<n_p’ Zen) < —.
n
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Exercice 18. Soit X une variable aléatoire discréte. On suppose que X suit une loi de Poisson de
paramétre A > 0. On pose
XN —A

7 A

1) Calculer limy_, o E[e*%] pour £ € R.
On définit pour = € R,

ol a : R — C est intégrable sur R.
2) Montrer que

3) Montrer de méme que,

1 _a2?
B2, =, 7= [ f@e e

ien a2 _€
e 8% T dy = /2me ™ 2
R

et on appliquera sans justification le théoréme de Fubini pour permuter les intégrales.

On admettra que V¢ € R,

4) On suppose & présent f & support compact (continue sur son support). Montrer que

1 _a?
B2 =, 5 [ 1@ a.

Exercice 19 (Marche aléatoire sur Z). On imagine un objet, une puce par exemple, se déplacant
sur les entiers relatifs partant de l'origine. La puce se déplage & chaque étape d’un pas & gauche ou
d’un pas & droite de facon équiprobable.

1) Quelle est la probabilité P,, que la puce revienne a Porigine en 2n étapes?

2) Montrer que la probabilité que la puce revienne pour la premiére fois a origine au bout de 2n

étapes est
1 1 /2n—-1
221 2m n '

3) On modélise plus formellement la marche aléatoire. Soient X7i,..., X,,... des variables aléa-
toires indépendantes de méme loi de Rademacher. On note Sop =0et S, = > ;_; Xj.

a) Montrer que P <{Vz >n+1, ZZ:nH Xy # 0}) est indépendant de n.

b) Déterminer un équivalent de P, en 'infini et étudier la nature de ) P,.

c) Montrer que la probabilité que la puce ne repasse qu’'un nombre fini de fois & I'origine est
donnée par la somme

400 i
ZIP’({Sgnzoet <Vi22n—l—1, > Xk;zéO)}).
n=0

k=2n+1

d) Montrer que pour tout n € N, P ({Vz >n+1, ZZ:nH Xy # 0}) = 0. En déduire que
presque stirement la puce retourne une infinité de fois a 'origine.

e) Calculer
“+o0o

Z 1 1 2n
2202 —1\n )

n=1
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Exercice 20 (Marche aléatoire sur Z?). On s’intéresse au saut d’une puce & partir de l'origine
de Z2. Soient D,, = (X,,,Y,) des vecteurs aléatoires indépendants, de méme loi avec

P(Dn = (1,0)) = B(Dy = (0,1)) = B(Dy = (~1,0)) = B(D, = (0,-1)) = .

1) Les variables aléatoires X, et Y;, sont-elles indépendantes ?
2) On pose U, = X,, + Y, et V,, = X, — Y,,. Montrer que U, et V,, sont indépendantes.
3) Onnote S, =D1+...+ D, € 72, avec la convention Sy = 0. Montrer que

E[llSalll < v2n

oil || - || désigne la norme euclidienne canonique sur R2.

4) Déterminer P(Sz, = 0). Etudier > P(S2, = 0) et en déduire que presque siirement la puce
revient une infinité de fois & Porigine.

Exercice 21 (Marche aléatoire sur Z3). On s'intéresse enfin au saut d’une puce a partir de
Porigine de Z3. Soient D,, = (Xn, Yy, Zy,) des vecteurs aléatoires indépendants, de méme loi, avec

P(D,, = (1,0,0)) = P(Dy = (=1,0,0)) = ... = P(Dy = (0,0, 1)) = é

On note S(SS) =0et 5’7(13) =Di1+...+D,.
1) Déterminer P(Séi) =0).
2) En notant ]P’q(f) la probabilité de retour & I'origine de la puce en 2n étapes dans Z* ou k € {1,2,3},

établir .
@) _ oy L 21 21\ (1) 1(2)
PS5, =0) = 75, ) 2 <2Z>Panl :

=0

l

a

1 /2n 1\ 2
(1) — _— 2 _ (p™
P, 52n <n> , Py (Pn ) .

)Qn—Ql

2
On commencera par calculer 22:0 ()" et on admettra (ou pas...)

) Montrer que B = 0 (77 ) On carira ghe = e (3) (3

4) En déduire le théoréme de Polya : la puce ne revient presque sirement qu’un nombre fini de
fois & 'origine.

Exercice 22 (Théoréme de Weierstrass G deux variables). On pose I = [0,1] et on munit
I'espace R? de sa norme euclidienne canonique || - ||. Soit f : I? — R une fonction continue. Soit
z = (x,y) € I? fixé. Soient X et Y deux variables de Bernouilli indépendantes de paramétres respectifs
zety, Z=(X,Y), et (Zn)nen = ((Xn, Yn))nen une suite de copies indépendantes de Z. On pose enfin
Sn=21+ ...+ 2.

1) Montrer que

2
1— —
Z]:x< v yi-y) 1

n n 2n

2) On pose By(z,y) =E [f (%”)] Montrer que B,, est polynomiale en z, .

3) Montrer que f est limite uniforme sur I? d’une suite de polynomes & deux variables.
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Exercice 23. Soit n > 1. On note £ = R™ muni de sa structure euclidienne canonique et de la norme
associée || - ||z et on note F =R” muni de || [|[F = | - [|co-
1) Soit a : E — F une application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques est a coefhi-
cients dans {£1}. Calculer la norme triple de a.

2) Soit A = (aij)1<ij<n une matrice formée de n? variables de Rademacher. On suppose de plus
que pour chaque i les coefficients de la ¢-éme ligne sont mutuellement indépendants. On note
a : E — F Tapplication linéaire dont la matrice dans les bases canoniques est A. Montrer que

| SHHI><1E[IIG($)||F] < v2In(2n).

On pourra commencer par démontrer 'inégalité de Jensen probabiliste : si f : R — R est une
application convexe, X est une variable aléatoire discréte a valeurs réelles telle que X et f(X)
admettent une espérance finie, alors

fEX]) <E[f(X)].

Exercice 24 (Un théoréme de Hardy-Ramanujan). Soit N > 1 un entier et X un variable
aléatoire discréte suivant une loi uniforme sur [1, N]. Soit Y la variable aléatoire discréte qui compte
le nombre de facteurs premiers distincts de X.

1) Démontrer 'inégalité
o(Y)? < 3E[Y] + 2.
2) En déduire que pour tout € > 0,

P(|Y — E[Y]| > ¢E[Y]) — 0.
N—+o00
Exercice 25.
1) Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans [1,n]. Montrer que la loi de X est déter-
minée par les E[X*] pour k € [1,n — 1].
2) Soit Y une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*. On suppose qu'il existe a €]0,1] tel

que P(Y = k) = o(a¥). Montrer que Y admet des moments & tout ordre et qu’ils déterminent
laloi de Y.

Exercice 26. Soient (€;, A;, P;)1<i<2 deux espaces probabilisés. Pour ¢ € {1,2} on pose X : ; xR —
R telle que pour tout t € R, X;(¢) est une variable aléatoire discréte a valeurs réelles et pour tout w € €,
t — X;(t,w) est de classe C2.

1) On suppose que X1(0) et X2(0) ont méme loi et que pour i = 1,2
Vw e Q;, Ve R X[(t,w) = tX;(t,w).
Montrer que pour tout ¢t € R, X (t) et Xo(t) ont méme loi.
On suppose a présent (X;(0), X7(0)) et (X2(0), X5(0)) de méme loi et de méme image.
2) On considére a, b deux applications de classe C*° sur R. On suppose que pour i = 1,2
Vw e Q, Vt e R X/ (t,w) + a(t) X[ (t,w) + b(t) X;(t,w) = 0.
Montrer que pour tout ¢t € R, X;(t) et X2(¢) ont méme loi. Retrouver ce résultat différemment

si 'on suppose en plus pour i = 1,2 (X;(0), X/(0)) injective.

(2

3) On suppose désormais 2y et s finis et que X7 et X5 sont solutions de
Vw e Q;, Ve R X/ (t,w) + a(t) X[ (t,w) + b(t)E[X;(t,w)] = 0.
Montrer que pour tout ¢t € R, X (t) et X2(f) ont méme loi.
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Exercice 27 (Lemme de convergence monotone). Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires
discrétes a valeurs positives. On suppose que presque stirement » X, converge vers une variable
aléatoire S (que 'on suppose discréte). On suppose en outre que les espérances des X,, sont finies
et que Y E[X,] converge.

1) On pose S, = > Xi. Montrer que UpenSy(Q) est dénombrable.

2) Soit a €]0,1[. On pose N = min{n € N|S,, > aS}. Montrer que N est une variable aléatoire
discréte presque stirement finie. Montrer que Sy est une variable aléatoire discréte.

3) Montrer que (E[1y=pXk])n>k>0 est sommable et exprimer sa somme.
4) Montrer que Sy est d’espérance finie et calculer E[Sy].

5) Montrer enfin que S est d’espérance finie et que
+oo
E[S] =) E[X,].
n=0

Exercice 28 (Loi forte des grands nombres, cas L£?). Soit (X,)nen+ une suite de variables
aléatoires discrétes réelles indépendantes et de méme loi. On suppose que E[X?] < +o0o. On pose
/,L:E[Xl] et S, =X1+...+X,.

m2

5 — ,u‘ > 5) converge.
m

1) Soit € > 0 montrer que Y P <

2) En déduire que presque strement
lim Sm? =
m—+o00 m2

3) Supposons les X,, & valeurs positives. Montrer que presque siirement

lim — = pu.
n—+oo N H

4) Montrer que le résultat est toujours vrai dans le cas général.
Exercice 29 (Séries aléatoires (1)). Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires discrétes in-

dépendantes de méme loi géométrique de parameétre p €]0,1[. Pour £ > 1, on a donc P(X,, = k) =
p(1 — p)k~1. On souhaite étudier la convergence de > ﬁ pour o > 0. On pose

1
Aa =wenN y Z m converge

n>1

1) Déterminer P(A,) si o > 1.
2) On suppose a €]0, 1].
a) Montrer que si n > 1,
P(X, >n'"%) < (1 —p)"
b) Montrer que

P mU{Xk>kl_a} =0.

n>1k>n

¢) En déduire la nature presque sire de ) ﬁ

3) Traiter le cas a = 1.
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Exercice 30 (Séries aléatoires (2)). Soient Xi,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes
suivant une méme loi de Rademacher. On s’intéresse a la nature de ) %
1) Premiére méthode.

a) (Inégalité de Paley-Zygmund) Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans R*. On
suppose que X admet un moment d’ordre 2. Soit A\ €]0, 1[, montrer que

L E[X]?

P(X 2 AB[X]) 2 (1 -\ gy

b) On note S, = p_; % En utilisant a), montrer que P((Sy,),>1 non bornée ) > 0. Conclure

sur la nature presque sire de la série étudiée (on admet le lemme zéro-un de Borel).
2) Deuxiéme méthode.
a) On pose encore S, =Y 1, % Déterminer ¢g, = E[e?9], fonction caractéristicque de S,,.

b) Montrer que si t # 0, ¢g, (t) —J>r 0.
n—-—+0oo

¢) Démontrer que pour tout t € R, p € N,
|0S01p—5a (1) = 1] < [t] 4 2P(|Sn1p — Snl = 1).

d) Etablir I'existence d’une extraction ¢ : N* — N* telle que pour tout n > 1,

1
]P)(|S<p(n+1) - Sgo(n)| > 1) > 4
e) Conclure.

Exercice 31 (Balls in bins). On lance n boules indépendamment et uniformément dans n boites.
On note M,, le nombre maximal de boules dans une boite. Etudier le comportement asymptotique de
M,.

Exercice 32. Soient o, une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur S, et C, la variable
aléatoire donnant le nombre de cycles intervenant dans la décomposition de o, en produit de cycles &
support disjoint. Montrer que ’on peut écrire

ou pour i € [1,n], X; est une variable de Bernouilli de paramétre 1/7 et o les X; sont mutuellement
indépendantes. En déduire un équivalent de E[C},].

Exercice 33 (Transformée de Laplace). Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs positives.
On pose ®x : A € R* > E[e~*¥]. Montrer que ®y est continue sur R* et de classe C* sur RY.. Montrer
que $x caractérise la loi de X.

Exercice 34 (Inégalité de Kolmogorov). Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles,

indépendantes, centrées et de méme loi, & support fini. Pour n > 1, on pose S, = X1 + ... + X,.
Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Cn
N R* x N*/ P S| > < —.
(xvn) € Ry X ) <121]?§n| k’| = SU> = 2
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Exercice 35 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov). Soit (X;);>1 une famille de
variables aléatoires discrétes indépendantes centrées et admettant une variance. On suppose en outre
que

Z*“ E(X?]

—5 < “+00
1

=1

S,
Montrer que <n) converge presque sirement vers 0 ou 'on a posé S, = X1 + ...+ X,
"/ neN

Exercice 36 (Inégalités de Khintchine). Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et de méme loi de Rademacher définies sur un méme espace probabilisé (€2, .4, P). On note
V = Vect(X,,), et on admet que si p > 1, on définit une semi-norme sur V en posant || X||, = E[| X [P]'/P.
Le but de cet exercice est de montrer, sous une forme précisée, que ces semi-normes sont équivalentes
sur ’espace de dimension infinie V. Soit X = Z}l:l a; X; ol les a; sont des réels.

1) Calculer ||X||2-

2) On suppose ici 2?21 a? =1.

22

a) Montrer que si z € R, ch(z) <ez.
b) Montrer que si t € R,

Ele'X] <ev.
¢) Soit ¢ € N* fixé. Montrer que :

2
(i) Pour tout ¢ > 0, | X|[52 < (2q)!t ez .

(1) [|X[l2g < /2eq.
3) Montrer que pour tout p > 1, ||X|, < +/2ep||X|l2. On utilisera le fait que p — [ X[, est
croissante.

4) On souhaite montrer qu’il existe une constante C’ > 0 telle que || X||2 < C’||X]|1. On suppose
sans perte de généralités que Z?Zl a? = 1 et on considere la variable aléatoire complexe R =
[T (1 +ia; X;).

a) Montrer que || R~ < +/e.
b) Calculer pour j € [1,n], E[X;R].
)

c) Conclure.
Exercice 37. Soit T un ensemble fini de cardinal N > 2. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires
indépendantes de méme loi de Rademacher. Soient ¢1,..., 0, : T — R. On pose
e SiteTl,Y, = Z?:l @j(t)Xj.
o M = supl|Yy|.
teT

1/2

e 0 =sup (2?11 Pj (t)Q)

teT

1) En utilisant les inégalités de Khintchine, montrer que pour tout p > 1,
| M|, = E[MP]YP < o NV/P\/2ep.
2) Montrer qu'’il existe une constante absolue C' > 0 telle que

E[M] < CovIn N,
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Exercice 38 (Sous-espaces presques euclidiens de (R",||.||s)). On note £ l'espace R™ muni
de la norme infinie. On considére F' un sous-espace presque euclidien de ¢2 au sens suivant : il existe

une base (eq,...,eq) de F telle que pour z1,...,24 € R
4 1/2 4 4 1/2
2oy | S| | <2
j=1 j=1 . Jj=1
Cela signifie que I'espace (F,| - [loo) est "presque" isométrique & I’espace euclidien (R%,|.||2). On se
propose de majorer d en fonction de n. On note alors M € M,, 4(R) la matrice de la famille (ey, ..., eq)

dans la base canonique de R™ de sorte que pour j € [1,d], ej = (m4j)1<i<n. L’hypothése se réecrit
alors, pour tout z1,...,zq € R,

p 1/2 1/2
2
7| = max Z%mw <2 Zf’*’
J=1
1) Soient Xji,..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Rademacher. En uti-

lisant les inégalités de Khintchine montrer que
1/2

\f<2el max Zm

2) Montrer que si i € [1,n],
1/2
d

Z mgj <2.
j=1

3) Conclure que
d < 16€* Inn.

Exercice 39. On considére n et d deux entiers vérifiant 2 < d < n.
1) Soit A = (aij)1<ij<n € Sn(R) telle que pour tout 4, j € [1,n], a;; > 0 et Z?Zl a;j = 1. Montrer
que le spectre de A est inclus dans [—1, 1].
On note Ay > ... > A, les valeurs propres de A. On admet que Ay <1 —2 (1 — oS (%)) 1A ol

[A = min Z aij, I C[1,n] et 0<|I|<n
iel,j¢l

2) Soit I un graphe connexe & n sommets. De chaque sommet S partent exactement d arétes qui
vont vers d sommets distincts (on n’exclut pas qu’une des arétes revienne a S). Une particule
se déplage d’un sommet a ’autre aux instants successifs £ = 0,1, ... selon la loi suivante : Si &
I'instant k la particule est en S, elle reste en S avec une probabilité 1/2 et elle emprunte une
des d arétes issue de S avec la probabilité 1/(2d). Les choix s’effectuent en toute indépendance
mutuelle. Si S et T sont des sommets et k& € N, on note Px(S,T) la probabilité pour que la
particule étant en S & linstant 0 soit en T' & linstant k. Etudier la convergence de la suite
(Pr(S,T))ken. On pourra utiliser le résultat d’algébre linéaire sur les disques de Gershgorin.

3) Pour € > 0, on note

1
IS,T(S)zmin{keN . STE L p(S,T) < :5}

Montrer que Isr(e) = O ( 2dIn (g))
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Exercice 40. Soient n € N* et Q € K[Xy,...,X,] de degré d > 1. Soit S une partie finie de K.

Soient Uy, ...,U, des variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur S. Montrer que
d

Exercice 41. Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans RT. Soient X7, X», deux variables
aléatoires de méme loi que X. On suppose que X; + Xo ~ 2X. Montrer que X est presque sfirement
constante.

Exercice 42. Pour n € N*, soient X,, et Y,, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur G,,.

1) Montrer que P(X,.Y, =Y, X,,) — 0.

n—-+o00

2) Calculer P(X,)Y,, = Y, X,,).

Exercice 43. Soit n € N*. On définit la matrice M,, = (X; j)1<i j<n OU les X;; sont des variables de
Rademacher indépendantes.

1) Calculer E[det M,,] et V(det My,).
2) Que dire des lois det M, et —det M,, 7
3) Soit A € M, (R). On pose Y = ‘AA. Montrer que

detY < [ Y.
i=1
4) Montrer qu’il existe a €]0,1[ tel que P(|det M,| = n™/?) = O(a").
5) Soit € > 0. Que dire de P(| det M,,| > n"/2=e)?

Exercice 44 (Un théoréme local limite). Soit X une variable aléatoire & valeurs dans Z, a support
fini, non constante presque strement. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de méme loi que X. Pour n > 1, on pose S,, = X1 + ...+ X,,.

1) Montrer qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que pour tout n > 1,

C1
— <supP(S, = k).
vn k:eZ( )

2) Montrer que si (n, k) € N* x Z,

1 [T . no
P(Sn:k):%/ (E[e"X])" e~ at.

3) Montrer qu’il existe une constante co > 0 telle que pour tout n > 1,

sup P(Sn = k) <
keZ

BE
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Exercice 45 (Lois infiniment divisibles). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle
que P(X = 0) > 0. On dit que X est infiniment divisible si, Vn > 1, il existe n variables aléatoires X
avec i € [1,n], & valeurs dans N, indépendantes et de méme loi, telles que X ~ X" + ... + X

1) Donner un exemple de variable aléatoire infiniment divisible. Donner un exemple de variable
aléatoire X a valeurs dans N, telle que P(X = 0) > 0 et X non infiniment divisible.

2) Montrer que X est infiniment divisible si et seulement si Gx peut s’écrire sous la forme z —
Po €Xp <Zi>1 bizi), ou les b; sont des réels positifs vérifiant ) b; converge, et ot py >.

3) Donner une interprétation probabiliste du résultat précédent.

Exercice 46. On considére des variables aléatoires discrétes réelles XY et Z. On suppose que
X+Y~X+ 2.

1) Peut-on affirmer que Y et Z ont méme loi?

2) Etsi X,Y et Z sont indépendantes et & valeurs dans N7
3) Et si X,Y et Z sont indépendantes et bornées ?

4) Et si X,Y et Z sont indépendantes 7

Exercice 47. Soit X une variable aléatoire discréte réelle. On suppose qu’il existe des réels a > 0 et
b #£ 0 tels que X ~ aX 4 b. Montrer que X est presque stirement constante.

Exercice 48. Soient n > 1, (X}')r>1 une suite de v.a i.i.d de loi uniforme sur (Z/27Z)". Soit T;, la
variable aléatoire égale au minimum de 'ensemble des k& > 0 tels que Vect(X7, ..., X}') = (Z/2Z)" si
cet ensemble est non vide, et +o0o sinon. Montrer que T,,/n tend vers 1 en probabilités.

Exercice 49. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d & valeurs dans N. On note R, =
H{X1,..., Xn}-

a) Montrer que E[R,] = o(n).
b) On suppose que les X; admettent une espérance. Montrer que E[R,] = o(y/n).

Exercice 50. Soit (Xj)x>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes strictement
positives, toutes d’espérance 1. Pour n > 1, on pose P, = [[;_; X;. Montrer que (P,),>1 converge en
probabilités vers 0 si et seulement si

[TEVE], — o

—+00
k=1

Exercice 51.

a) Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans R* telle que 0 < E[X?] < 4o00. Montrer

que
E[X]?
P(X >0) > .
X=0= g
Pour n > 1, on se donne p, €]0,1[. On considére le graphe aléatoire I';,, de sommets 1,...,n,

tel que, pour tout (4, ) tel que 1 <i < j < n, si X;; est la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque
(,7) est une aréte de I', et O sinon, les X;; sont indépendantes et suivent toutes la loi de
Bernoulli de parameétre p,. On note Y,, la variable aléatoire qui donne le nombre de sommets
isolés.
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b) On suppose que B2 = o(p,). Montrer que

n

P(Y, >0) — 0.

n—-+o0o

¢) On suppose que p, = o0 (ln—”) Montrer que

n

P(Y, >0) — 1.

n—-+oo

Exercice 52. On note (pg)i>1 la suite ordonnée des nombres premiers et, pour n > 1, w(n) le nombre
de nombres premiers inférieurs ou égaux a n et d(n) le nombre de diviseurs premiers de n. Pour n > 1,
on considére une variable aléatoire N,, suivant une loi uniforme sur {1,...,n}.
a) Soit n > 1. Pour chaque i € {1,...,m(n)} on note X; la variable aléatoire donnant 1’exposant
de p; dans la décomposition de N,, en facteurs premiers. Donner la loi de Xj;.

b) Pour n > 1, on pose H, = ZZ(an) pik' Montrer que E[d(N,)] = H, + O(1) et que V(d(N,,)) =
O(H,,).
¢) On admet que H,, = Inlnn + O(1). Soit £ > 0, montrer que
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Chapitre 17

Compléments

Exercice 1. Soit n > 1. On munit R"™ de sa structure euclidienne canonique. On note ||.|| la norme
euclidienne. Soit S une partie finie de R™. Montrer que

Yoo lle—yli< > le+yl.

(z,y)€S5? (z,y)€S?

On commencera par le cas n = 1 et on cherchera une constante C' > 0 telle que pour tout u € R”,

1
Jul = / C|{u, w)| exp (—2llwll2> dw.
weR?

Exercice 2. Etablir I'existence d’une constante C' > 0 telle que pour tout p,q € N* avec p A g =1

Exercice 3. Montrer que pour tout (A4, B) € SLy(C),

Tr(AB) + Tr(AB™1) = Tr(A) Tr(B).

Exercice 4 (Théoréme de Cantor Bernstein).

1) Soit F un ensemble. Soit ¢ une application croissante de P(E) dans lui méme pour l'inclusion.
Montrer que ¢ admet un point fixe.

2) Soient F et F deux ensembles, f une injection de E dans F et g une injection de F dans FE.
En considérant 'application qui & A € P(FE) associe E'\ (g(F'\ f(A))), montrer qu’il existe une
bijection de F sur F'.

Exercice 5. On note A : N* — Z telle que A(1) = 1, A(p) = —1si p € P et pour tout (m,n) € (N*)2,
A(mn) = A(m)A(n).

1) Montrer que si z €] — 1,1, alors »_ % converge. On note N(x) sa somme.

2) Soit x €] — 1, 1], calculer N(z) & l'aide des o, = 3 _y,, A(d).
3) Calculer oy, pour n > 1.
)

3) Déterminer un équivalent de N en 17.
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Exercice 6 (Un opérateur contractant). On note ¢! 'ensemble des suites réelles (uy,)n>0 telles
que ano [ty] < +00. Pour u = (un)nen € €4, on pose N(u) = :{i% [t -

1) Montrer que (¢}, N) est un espace vectoriel normé.

2) Soit P la partie de ¢! constituée des suites u d’éléments de RT telles que N(u) = 1. On se
donne par ailleurs une suite double (P;;); j>0 d’éléments de RT telle que pour tout ¢ € N,
Ejzo P;; = 1. Justifier pour u € ¢, 1a définition de (uP) dans ¢! telle que pour tout j € N,

(uP); = ZiZO u; Pj.
3) On suppose qu'il existe ¢ > 0 et w = (wj)j>0 € P tels que pour tout i,j € N, P; > cw;.
Montrer que ¢ < 1. Que diresi c =17

4) Soit u € ¢! telle que Y n>0 Un = 0. Montrer que
N(uP) < (1 —c¢)N(u).
5) Montrer qu’il existe un unique u € P tel que uP = u.

Exercice 7. Soit o : N — N une injection. Montrer que l’ensemble {n € N, o(n) > n} est infini.

Exercice 8. Soit o : N* — N* une bijection. On suppose qu’il existe £ € RU {+o0} tel que

Calculer ¢.
Exercice 9. Montrer que GL2(Q) ne contient pas d’élément d’ordre 5.

Exercice 10. Si « € R, on pose ¢, (Q) = lgniQQd(qa,Z) pour tout entier () > 1.
<g<

1) Montrer que l'on a toujours ¢, < 1.
2) Démontrer I'existence de ¢ > 0 telle que ¢ 5(Q) > ¢ pour tout @ > 1.

On pose désormais pour n > 1,

1 [t
In = — 2" (x—1)"e Tdx
n! 0
et
1 [t

Pn = — 2" (x+1)"e Tdx.
n! 0

3) Montrer que pour tout n > 1, g, et p, sont des entiers strictement positifs.

4) Donner un équivalent de g,|eq, — pn| lorsque n — +o00 et en déduire que ¢, n’est pas minorée
par une constante strictement positive.

Exercice 11. Calculer pour n > 0,

Exercice 12. Une fonction continue sur Q N [0, 1] est-elle bornée ?
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Chapitre 18

Indications, solutions

Solution 1.
Solution 2.
Solution 3.
Solution 4.
Solution 5.
Solution 6.
Solution 7.
Solution 8.
Solution 9.

Solution 10. Les deux questions sont indépendantes.

1. Commencer par étudier le probléme dans le groupe H = (z) ot € G (ce qui permet de se
ramener & un groupe commutatif). Puis, pour traiter 'unicité dans le cas général, utiliser le
travail précédent qui fournit pour x une racine p-iéme dans H.

2. Raisonner par ’absurde et démontrer que ’on peut trouver a € G et m un entier non congru a
1 modulo p tels que

m_—1

g=ag a

Remarquer alors que
1_ .2 m? -2

g=ag™a " =a*¢g" a
puis itérer ceci p fois pour obtenir une contradiction.
Solution 11.
Solution 12.
Solution 13.
Solution 14.
Solution 15.

Solution 16.
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Solution 17.
Solution 18.
Solution 19.
Solution 20.
Solution 21.
Solution 22.
Solution 23.
Solution 24.
Solution 25.
Solution 26.
Solution 27.
Solution 28.
Solution 29.
Solution 30.
Solution 31.
Solution 32.
Solution 33.
Solution 34.
Solution 35.
Solution 36.
Solution 37.
Solution 38.
Solution 39.
Solution 40.
Solution 41.
Solution 42.
Solution 43.
Solution 44.
Solution 45.
Solution 46.
Solution 47.
Solution 48.
Solution 49.
Solution 50.
Solution 51.
Solution 52.
Solution 53.

105



